4.4, (& dstonze .'ferbo({ca

I modeC® de€  semi F:’amo JdeC Fl'amo if@\boe-'Co e & spazo méebtco
H™= }z€ & | Im(z)>o}%
momito A ova  distamea ale de@.’m(‘l"a mel  modo Seguem‘l'e. hithodwciomo & @yn=

8ﬁezzo ifex‘ao@w A uma  conva Y [«9, bl — IH* A classe ' come

b
0nlg) = [ D] g Leerl= J ey
H £ (1) gasl J X6 YT

Tl movome s esfemde amce a wwe ' a4 Tratk , Suddividemdo G wrwa im
fen-' e sormwando & QMdQeue de: v ot [a distanza if)@mbo@ta Hea due
fum‘f‘- Pe } € de@-‘m da  alorna  (ome

A (P B) = in€ [ Laly) | y €' a butti comdfe Pe QF.

[lemma 141 [ax @Mz'ane lezi IHZ" le > R e  .ma distamza.

ET_ \)eni@:cﬁ.’amo é PmoFm:e'ta’ A oma A'stomza:
i) 4p(PB)20  owia
W) d,pe ((,R) = dyp2 (Q,P) presdemdo [ cammini  pencors’ im semso oppeste
i) A (OR) € 4,2 (P &)+ dya(QR)  ¥HQRE M’
Sia & >0 anbibonis. Dala defimiziome AU distomm | esiste oma wrua

' o bt X che comefte P e Q 1al (e elHI(z)s d,Hz(P,Q)

+§ ed esiste owa wwa (o Bdtt z e omefte & ed R

1@ cBe e,Hz(b") < lez<&,R)+§. (omcdtemardo i dve  cammim:

offemiamo uma  wwa X" ¢! a toatt: cbe conmeffe P ea R [Ed|



& e Lua(1") = Cirly) + Celd) € dyr (BQ) + dyp(RR)+ £

D¢ Consegoenta lez(f’, R) € £,:(3") ¢ Ao (bR +d 2 (QR)+ E . For

€' abituneta” A £ >0, dedwcamo b dyr (FR) S A2 (P &)+ dy2(QR)
W d2(PR)>0 s PrQ.

Dobbiamo mostene (Be se P+ Q  mom possiamo  Trovare  cammimi i Gm

aﬁezza anbi Thaniamente P\'CCO@! e cometoro P e Q. S y [ab]— K
um cammimo (' a battt & he y(9)=FP e y(b)= R DisTimgoq
mo doe casi:

e se Im(yM) < 2lm(P) € [3b] o€&ra

b b
e () = [ 1 4t 5 (N gy o ), dpelne)
o |m(x(+)) s  2Alm(P) 2m(P) 21m(P)

o olhiments 5 mfernseca @ xefta y = 2m(P) e (Biamiamo to

. AC@na

€ primo isfade w wi quefo awene.  Sa g'= x| Y
4,7

sputtamdo i€ comte precedesite abbioms  cfe

/

€2 (x) 2 e||-("(b") 3 dg(f y(H))
2|m(P)

>4
2
dedociomo cfe

deCfiQ) > mfng Aglfe) A S > 0.
2lm(P) 2

4.2 Alcone isometrie del ‘o-‘ano iperbolico

Ricondiamo ce oma maoppa H*— H* & o' isomébia se
Ap (FC) = da(e(P) @(R)) HpQeH®

E@mBiamo pleome isawmélrie Jdel piomo ipe;.bo@co: 21



1) @ omsfefie (2= X2 om X>0. Queife moppe preservane & Cngther
r2\ ip@xbo@‘ca. W att: & ogu x [3, b1 — H* ¢'a Batt  abbiomo

b b
€ (x) = lg' Il 4 - IDE'G A+
. L lm (3(1)) l Mm(y(#))

b

=/ l(cpcb,)'(H[ df - ‘ele[(e(b,))
3 (m (¥ (H))

ii) & tasbroni onizzomtals ce(z) = 2+ >\, com M€ (R/ preservamo G
&maﬁeva iperboica dite  cfe (oog) ()= y(F) e Iu(y(H) = lm (p(y(t))

(W) G 7 @&ssiome &m‘jo €'asse Wajfman-’o c(’C",)’) =(%7).

PLoposrz.'one 2.4 e pramo ifoboﬁto € wwo spazio omogemeo , om0 pen oqui Cofpia
di poiti FGEH" esiste on' isomeBia @ t& cBe (P)= Q.

E'M_ Sa P- 9+ib e &= c+id com bd>0 L' owsteta (z) = %z mamdar
i@ Pau'i?a P mef Pm&i‘o R = e’%’ +id . la TBasCarome o onlal

w(z)= 2+ c—ébé momds R Q. Quimdi & mapa e &

€ isometia cencala.

Defmiamo o €' muersione Grgo G conomferema  omitania
w(z)= =

Izl

m  ceonctimate ro@mc', ossenvamo cbe @ (r, B) = (-'1-/ ®) pr wi i poiti  Gwmgo
€ coowPorema  amitana  simavgemo  Lssi mebre €' hitewe e €' estewo Je€

& ncemferenta  amitenia Vemgomo mouertiti,

lemmg 4.2.2. L‘ imJeAS iome. &wgo G CC:JYQMQQ\QM'ZQ omtana e .ow! isomebrna dr le

Dim: Hosthiomo (fe ¢  presova & &ug&e‘no ,'pez\bd?.'m d° wwe . Sia

. —



bz:[a,bl — "’42 o wwa C'a Butt,  Ossewiamo cfe

(poy)(#) = 2 (Lpoz)‘(ﬂ = 2'M|=z2@*- 2Re (Z'H = H) 2 (+)
ey =l

Quindy, servemdo  2(H)= x(Htiy(H e 2'U= xX{H+iy' (), sowple cont’

wothawo e [(poy)'(H = 15 e lmGoy)¥)= Im(s(+)
| (H1* [y(+) ]
da o Ncaviamo
b b
€ (¢op) = f Gpog)'H| gt =f PG 4t = Gur(v)
@ lmlpex)(H)) o Im(yH)

1.3 é)eode'h'c'ﬂe del P.‘@no iFerbolt'Co

Uvma cowa X [_d,b] » [H* e .omx geode'(‘-ca se  pen o:am.' P e Yy e
en ogm: Q[ E &) 2ioue  di¢ cBe PBga P a Q »ealivria &G
pe o 8 po ¥ g

di sTam2a ffej‘loo@' @ Ba P e QO VOJG.'MO defemmane G 3eodéh cbe
de€ promo f‘aen\Ooe-'Co. mziamo da om caso Pa.:\"h' clane :

lemmd 434 Se P= x+iy € R= x+iys § Hovame s sTessa nefta

vestial | al&a G 3eode‘h‘ca Be (owefte P e Q e @ seqmenite
9 (%)

_51 Assomiomo  Be Y% € Y. miziamo a ca&olane G &Mgaezm d' X
A at = | ( Y_)
¥ I %

(omsfden.‘amo/ oha, om qoaes\'asf abto Camvmmo X d:  casse ' a tatts

Vetw@ )= x+it Fe€lp,yi]. hobhe d,.(£Q)=

&r(3) = |

(o]

Y4
Y

cbe comette P e Q. ACGM
b b b
6H2Cx)=f A g f ()] Ay > [ Imlg'CH) a4
o Im(y) s lm (x() 5 Im(g(H)) @




= lo 1""'[ (b))= 1) Y
'5(|m(;(a)) lé(%)

Ossoviomo imoCle (Be Tulte & du'fuguajefamte Somo sthefte a wmmewmo

Be K[+) Sia  om Secz'wedz verticof |

(om 6 stesso MJ\‘mameM‘fTJ si mosta (Be se P- Yoriyo € Q= >y+iyq

atra Ay (RR) > [log ()],

lemms 41.3.2 fen OW‘; Ceﬂo-& A Pwv.'h' PRE IH cBe mom s trovamo su€@ Stessa
nefa  veslica& , esisfe om' isomebia ¢ de€ piame iPe;\bcho Te® cBe w(P)
e c(;[&) Si Boums sBB stessa »etta vettic)® . moCbe (€ segmenits
velfico@ cbe (ommelte @(P) e (R) e € immagime Bamite ¢ e’

mico crmcavneejsem—m entrata sof€' asse neaR PqSSan‘f'e per P e Q.

2‘1 L 0,00 () N
2 4 Q
( @ (&) e
s (fo LA Q) e
el - P r= 29cosd
\ >
;2.9 3 o R

Siccome P e Q& mom 3\‘a<c|‘omo s sStessa setta veitica® |, €a fexf\e/md;co&:
ne aof seo6mem-|7: P& Fassa.«:ié pr i€ p..m“fa medio witenseca €' asse »eal
im M fuvﬂ'o R. | f)um‘h' Pe & Somo eqofdfﬁm‘h" da R me@ mebica

Evcliden pen wi esisfe wma  cincomferema € d ceibo R passaite

per P e Q. Sia @, G  BasCazome onrionta@ Be mamda =l



€ im oma Cincom Zeremn e' FaSSam‘fé per e! ongime. Sa & i€ centro
deCa Cb\(dﬂ?&%?q B'. L‘ ;mmajfme d.’ €| ‘b-\amm"e €' imuvensieme cel

&»30 & cfﬂcom.?e/\enna omTania e Ca neta  vertica® = _)i.@ )

la CUM'OOSFZIOMe P= o< e dumque om' isomebha cBe mawda €' ance dr
CircomPeremna cabdla 508! asse  nea Passam‘l'é por P e & mef Je?mev'd'o

vert.wl  Be cowette  @(P) e @(Q).

Oss D' oa im ovaitl penferemo a nefte vethia@ come covomforemre  cedtrate
' asse neaB S J\ajgfo im.e.’m{ 5. ellett,, & nefta erf® x=o
S f)uo’ vedene we € Cmite pr Ko+ 00 deGa concomPeremza A raggio

| x-al (epbvita me€ PuvﬂB .

Teorema 4.3.3 D4 P,Qé |Hz/ e‘mco A chchaenYQ cenbralo suo€€' asse neale pes

Sawite per Pe & & €' vnca Jeodéﬁca Ae€ piawo -'Fef\boe{cQ Be commette Pe Q.
E.m_ Abby amo 3«[ Aimostdlco @' ewumcidlo se P e Q Stawme s stessa
retla veati®. 1€ wso 3@6\6\@. sege Ao fate he Ce isometre
Mmoo Seode'f'f e m 3eode'f'-' Be e ddsiamo uisto me€ Bwmma pre cedenite
e €' {magfme 4 om 5e7mem‘f5 vertica® tbHowte € isometria v.e'* e

oM wvo dr CMCW&AeMm r)aSSam‘l'e per Pe QA cevbdaa so8 asse neal.

Def ULma geodelica y si dice cmp@ia se mow pos essoe esfesa a own geede

tica PEJ &aga

Oss Do Tesnewa 4.3.3 dedocomo Ge E Seoale'hcﬁe cuvuf»@:lé de€ piamo

18]



ipe\bo@“co Sovo  Semi (ircomforemre  anbide  sule' asse x.

lemma 434  Siamo Fo=(o,%) e ﬁl=(°,}’4) porafi de€ piawo ;F@bcffcc oM Y, >Yo.
equive@aiti:

Sia ¥ wma geodelica  Complla  pussoie  pen R. Ao sowo
i) P& i€ puilo Ai y pi5 viciwo a Py
i) Yy € & geodefica  compia ofopuaB o' osse y, ovoo y € & semicy
Comferema cenbrata wm (00) e Teggio 6.
Dim:  Sia g & gecdetica  olepuae  ofe! ase y e di reggo w. Dol @wwi 434

e 41.2.2 Saff):amo Ge F&\ aﬂw' P-= (A,"’) € o Vo cFe

Ape (PP 2 log(@; Ig(;_) Ay (P o)

Qu;moln- Po e H [)wﬂB ar a/o PFG icwmo o P4

e 17

P

NV

Sia Y ' 0fha 3eode'ﬁm Comp@lar 'OcASSaMTe per Po cbe (dma om wjoec
AH"(P’ P4) < dlqz(ﬁlj&).

D+ T om yo. Hoshiamo (He esiste PEy & cle
&

Sia P= (mv) € Y e sa )= (ut, vt =+ A-T)y.) i€ Saymeats  che

comette P e Pi. Alu

elﬁzlf)—fo \)%;g: 7«) A = \)M;:_(i-»)‘ |cg(2}ﬁ>

Facciomo  veniane [M,V) &mgo J Vidmo a fo. Ossewiawmo c8e pen =



n=0 abbamp v= Yo € %: (&) m m=0 - imqpq‘ﬂ;

gl = (s, NR (-] ) dove  (90) € € cibo di y

dm Lo Yo

é‘i = < = Co+ (8)

&Q;Ndl‘ é_ e'Hz (6')1 = _ V‘(o) = o Co_r-(s) . m Fa.r\_i-l.CoeCthe , Siccome 8 # I ,
du neo V(o) Yo B

es;;l'e AM Fc.m"fT) P-= CM, U) ViCMO QA P (o} +A& He

d”_‘v. CP, P4) S Q".ﬁ (6-) < ele (62’) = d".{‘ CP"/ P“)

doe o, e i€ Sejweﬁd-o Be (omette fo e P

14 TTote le isomelvie del pisno iperbolico

L4

Fimona  abbiamo  usle  The ‘ITP' A’ isomebve def f-'ano ipez\'oo@'ﬁot omstetie, Tost

2iomi  onvziomfuly e imuensiomi,

Lemma 141 Titte & magpe defa .?oruma

@(z) = dz+b a,b,¢,d € R ad-bec=1
ce+d

P () = cz+d 9,b ¢, deR ad-bc= 1
At + b

Somo  isomebie  de€ Fn‘amo .'fexlao@co.
Dim : Mosthhamo cGe Hutte & mappe (€ Y Clome Sopra So  CompoSiziomi dv
HosGrionn  onontalr , omdletie e imumsion’. Queste € sufcienfe per

cmcbodere diao (Be Cowposizione A isomelrie € m' isowmeta

Se 940  allra glr) e & composizione  d-




2 24£ 2)—-31 2 j_z z|——>z+£
o z ez

2

fen  oftemene ) baste wrpote  Llenomedte  m 2

N]I.\

Quomdo =0 afa Cc£0 ol @ e (owposiziowe d<

2 — C2+ b+d e 2 — 2-1
cz+d

fern  oftemere  @(z) basta Camporne Lloomeite v €' isoweha z—

4.
z

L&M"\d "41 St‘q @ om' isometna deC f)iap\o :P@\bce\ho Ta e Le(i'y): i)(

por oqui y20. AfBa  @(z)zz Y2E€HT gqpre g(z)=-T Ve €M

Dim:  Sia y € semiasse y cm y>0. Fen ogni iy €, s ¥, G geode
fica passadfe  pon iy e ofogomal oy Sicome @ € un' iswetha e
wly) =iy, € mmagime  p(y) dee esoe o gedelia compllu  pascou
T pov iy for i€ Guwa 134, por ogn gy € puis iy & i€
puis  d7 9y piv vicmo a iy, . b (owsequaura, Ty = ¢p(iy) e i€ puils
di @lyy) piS vidmo a  @(iy)= iy poiche’ @ & om' isomebra.

fr i€ @uma 136 comdame e olyy) = Xy

O, se Pz msiv € )y, G suva mwagine  @(P) € .m pife a
distara A2 (F,iy) da iy oppalemedte ofta geedetim yy. Sowo die
' Puu‘h' m Tl F:»ofm.‘e‘)a’: P e -m+iv,

Ne€ Pm'AMo caso Lp(1)=2 e melC secomdo caso cp(2)= -Z. FPer

ortimuita 128 \?osmxﬁ uaedomo Y€ 'H?t

le mogpe o ey de€ Brwa 444 si possovo  estevdere  pen  comtinuitd’

sl asse neal pomemolo 31



¢ _ Qx+b =g -d
Cx+d c
-d I > o9
C
© b &
C

e owlogamede por . Ruloee] & et i€ bove o' wmPmite oA IH:

Teorema 4.4.> le isomehie def piamo i()ej\bo@'m Somo esaflomedte & mappe

dedz

Dim:

fowma
@(z) = aCa;b;' 3,bcd €R 9d - be = 4
y(z)= cz+d abecd €R ad- be= 4
ST+ b

Abviamo 3-‘a’ mosthale  cBe oo weippon A quese o & v isomEnia .
Sict @ on' isowmehia abbea A H* & s y & pele positiv dec®
asse y. Siccome y € .wma geodetica  complifu, ance wG) & €, pen
i Soa una Semicovomfeerea  Eucliden e wenseca Reieol w de
podti . Oniedfiamo ¥ da O a 00 e () da # a v
Soppomiamo  (Ge  mo % 00 L' isometria

w(z)= 32 -oa ac (u-v)=1  gc€R

Cz-cv

mando. k. im O e V im oo, Qowmd’ o fssa O e oo,
D Conseguema, €' isowetia e fssa  x (come imsieme) e me
presova €' onedaziome.  Quimdy  @(@(i)) = it wm T20. Rimpiaetando

Q (om e ¢ wn JF possiamo fre im modo fe w(C))=i

g
I+



Qund: @l (iy)) =iy Yy>0 e pr i€ Guwwa .42 @(@(2))=2

cppre G (w(2)= -2 P2 € H. Nee primo caso

@) = ¢'(z) = —cvr+oa

-Ccz2 + O

Ref secomdo caso
(€Cz,) = (4)-46-'5:) = (VT + 9
¢z 139
Im enombr T @se (_P e Jde€ 'ﬁfo swcllesto.

-4 Com ac=4
¢z -¢Cv

Se wm= o0 , €' wwdomen'h’: e anaeojo Samdeo  P(=)=

e Se vs= o basta usne (=)= 32-d&  con ac = 4.
C

2
isometie A7 IH  (&e presenamo €' onemtazione

Osserrome ¢ C grappo A
si pos idedti @icare  com PSL(2R) tamte €' associaziome

Qz+ b [ , (a b) € ISL(2,R)
cz+d c d

Le(z) =

% vew.]?.'ca/ im,epjff J .@&(f@m@vx_'é e Ea Coﬂv-be\'z«‘ome A5 isomeétne covm.'sramle
0l moft P@'caabme defe muel  assocate , P wr Ea mappa Aefimta

Soppa € wm isomon@ismo ol P

Def [ liassifwzione delle isomelfie A IHZ_] W' isoweBra @ d IH* s dice
o Goxodnomica, se ¢ fissa esottameite doe poifi im [Ro Lo
. Pano.bo@ca, Se @'SSa esaftamesiie  un Fum'iz m  [Rv f""}

o e@Hia, se ¢ @‘SS& um 'Oc.m'fb M |Hz

@



TeorE’md ‘{ ([ é] Oﬂflﬁl- ‘I-SOWle-b"-'a Le(z-) = az+ b com ad-be = 4 e €o>(0dﬁcﬁm'(al

cz+d

povbla , et o € €' idets. b particeCone,
n') ¢ € Goxodnomica se la+dl >2 . m 1€ wso esste o' isomebra
p A& H t8 Be @opoy' & € omsletia z v+ Xz , A>vo,
i) ¢ € paabela se latdl = 2 e @# id. m 42l coso esste
ont isomeBia @ A IH 18 e wooy ! € @ buszome o,
2oifla@ 2z — 2+
i) ¢ & eltam se lstdlc2 | fl we esste un' isomebia y

ar lHl +o8.  cBe LP° Leocp_{(z) = Z_Coscs/z)-t— SM(S/J.) , X3 IR,
-25n(®A) + cos(8/a)

Dim:  |destfcBamo € ' isometia P com G mdbrce ( a j) e svo
o c

Fcfn'mormfo coctlenstico & +2— Ca -\—d) + + 4 e Ga NDH= (s +a')z- 4

1) se |@+d| >3 , olra € Poecmmro onottenstico Ba sadies nedlr

- - - - o
distmle  u e /iA la wdbrice € domqe omigan a (’:/{1),

oweo esiste ¢ Tul cBe o cpo Pt (=) = 'Mf = /uf'a = Xz,
L' omsteTia 2 +— Xz fa  esdftamerfe dve post’ Qssy O e oo,
qoind’ @ fissa  wle) e (o).

i) se |atdl=2 €@ Fo@u}num:'o (ondftenstico e (""-4)2, Siccome

)

4 A

@t id, G mdnce e comicgata  a o «

) , oo esiste ¢
68 e woypow (2)= 2¢+4 . la Dastkzioe oneontal
24> 2+ fissa o€ oo | quimd’ (p L s> ().

i{n) Se \d-"dl? 2 , i€ Poel'MoMm'o (oncttenstico G radicv Conmfleeﬁe
ey




com\'ugad’e A wmodo® A, oveo Jefn  Lovma X  la mdatnce
- waddz . 2[R P Cos Sy
€ donque Cdvucﬁaa m SL(RR) af& mabce (-s-'no( COSO().
Esiste a2 wn' isomebria W T He  Yeope(z) =
2C0SK + Sing )
- 2Sind + (oS,

po cBe qoesfa isomebha .?.'554 s @ Fw'l'é i € H® dats cRe

orn  concBdene basta poe <= 8. Ossenvvamo
Y

> = 2CoSK + Sing

=0 -£M+M=M+W = 2=

—25'ny + coSa 2€IH?

qufmA.' @ Lsa & w(i).

15 Trasrmazon’ 4 Heobus

Denstiomo con L =L 0 }o] @& sgn d Remam. Una bos@mwazone d

Hobis o ma moppa ¢ & —> & deln goawa  p(x) = 924 com

c2+d

dbcd € € e aod-bec=A. Un' aM‘h'-'E-us‘ewwv\a‘ztbne. d° Hébivs e wma

aappos LP:£——>£ el ma W)= €2+4d  m g bc,dE T e

az + b

ad - be = 4.

lemma 4.5.1 OT"" (omti) - Tasfowazione A7 Hobivs € Composizione dr
owstetie (z v D2), Taskeon (z v 2+2), nétazion’ (2 &%2)
e imwensioni ((z +— )

%@': e amafoga a a(ueﬁ% Ae€  Bmwna 4.4.‘{ e Gusoda Fe\ esenc\2o

Oss Le ‘t}ras@:awna?fom' d. Hsbius @;awvomo un  grappo isomone a [KL(,D)

aSsoCiando :.p(z): ii:: &  madbhee ? 3 _ H3]




Lo e (omt)- ‘bﬂasgozwa?_fcm( d° Hobivs e WM{)o’\‘T'aM"'e nicodane €' imuen

Siome e.mgo G crncomPerema C A cedibhio 20 € L e »ag9io R ddaa da

w(2)= 2o+ Rlﬁ - Pk =z + (REIP))g
|z-20 e z - %R

@ mawda € poifo zE€ L me€ poio sl semnefla per o € 2z a AL
STamza Ri/ d(z) da 2. Qoumd’ @ Lissa Aoty prtt A L e wmumite
'€ A'sco imteomo  com quee.% eslemo .

<

E wferessade osseware (ot Succede S € catro defl covomPererza  temde
a o0. Soviemo z.=1e® e R=t-1H e Lziomo tondoe +— +oo
lo cvemloera C tende ol mefla  passoife  pen i€ poie o e® e
fe Qoma n ongols o 90*'1_5 wn €'asse X la mappa @ (2) comvene
a @@= €, %™ e & ewttmede @& nphsove Gmpo &
nefta.  Se  wlenpretiamo B nefte come covomfremte passaiti pon 00 oo
G nQ@lession 6-’:/‘50 @ »efe  sovo esattamede  wmvension Emgo  cincomferemne

PaSSan‘f. F@L 09,

P}’O!OOS\'Z(OIAE. 452 (ma Cam‘l’ () —'quS@vwva‘b'cme d. Haebius mamda C-.'hcaw?e\em?.e
ar Cﬁ im C\'J'\cw@ez\emze aA’ ﬁ
44l



Dim:  Siccome ogn’ (ont)- tasformazione A Hobivs & composiziene  d omste

Tie , basCazion Nolatiem’ e imuensiony &»50 & coeomPeremza umitana e

/

G prrime te mamdamo (Baomede civom@eremie m cincomferevze , ba

+ y0 ) em cafc = _‘L .

St wosthane € emumcialo per () .

M coondimate Foeam', €a Gncom €e/\e/vna d. ngfo R cesbatla me€ P._wr(a
26= r-oe"9° Ao equaziome - 2rr, Cos(6-80)+ 15— R*= 0. L' imvensiome

¢ manda  on erls A odimdfe  poGov (r,8) me€ puile d coond:

mate (%,9) , quimdf e' imwuj\hae deC@ corcomPeremza sl prma

e” & Cowa A equatione i:. — 2o o5 (O-Do) +vo - R*= o
r r
- se R+ re o&ona
A _ 260 cos(8-80) + =R = O o
r? r
A- recos(8-60) + r*(-R) =0 =
2 A kX
r—22 fo cs(®-8)+ o - R =0
ra-R* (o-R*)" (r=R)?
€ @ omPerema A naggio R costrdln m _2°
|rs-R*| to- R*
e se R=|z| allora oftemiams r= ! e € wma retta

2vplos(O- 90)

OWN@\o oma c,l'J‘lcoM‘QeJ\eMZQ Pe\ o,

mcbtre €' i/wvmajfme Bamte 7 A oma nefa d. equazione = 1

2foc:>SC3-So)
e G ww d equaz(ome L= ud = r= 2roCss CS- 80) cbe
r 2recos(0-5)

e uma Cocomferema ‘paSSom'fé per e! ogime.

Propos.'?_.'one 453 Sa @(?)= z+b em dbec,d€ € Ara se z,3z -2
_ cz+d <

5

abboamo



dcpz (v)= 8d-bc

(czrd)
Dim: Sia 2+ = 2o+« v . ACGa
do. (v) = 4 (=) = |im @(z(W)- @(=())
2. a+ (e )’-[—:o h—t:; h

= lim 1 (aZo+ahv+ b _ &Zo-(-b)
h—o I c2o+ chv + d cz +d

= Jim 4, /(%= s+d) + A (CZo+d) — (92o+b)(C25+ iV £4))
h-ro (czo+d)( 2+ chu+d) /

= (ad-bc)v
(C2o+d)?

Siccome i€ d.’@?e;\em'o‘c@. A" uma 'I‘S-asfo:wmz\‘aue d° Hsobius & ddas daf@r
Amoe‘hpe{ca Wome P@\ um  muwméno CWP@SS'O / €Sso F.neSeJ\Ua el am506’o e e! onn'eﬂg_
tazione Ba dee vetton +amjem"ﬁ/' mon fu\esezxua pa'ao’ & mowa ExCidea de

vettonr

16 (o norma fPerBol 1

Sio. v € ”-;_le De.]_o."m{amo & moswa ;F@\‘oo@'ca A& v  cowe
v il,= A_ |V
IH Im (=)

lemma 4.4 4 Se @ & wu' isowebia € piomo iperocCico , af@na lldcpov)ﬂ,H—

B

Wiy por g ve T

_DL Suﬁaomiamo che @ presowr €' oveatazione (€' oo wso € awa?@o),

fossiamo  sovvere  (2)= QZ*‘; tn 9,bc,d€ R e ad-bec-A.
cz+

fon & B\ofos(sze 453 abbiamo cbe ldg, (V)] = A [v]
[cz+dl?

D actwa Fa.r\“’e ,




lm((?(?,)) = i &Z_+la _ Q2 +B) = i <,2—-Z;, >= lw(z)
20 ce+

2i \cz+d cz+d lcz+d])*
bumque)

Ndg (I o= 4 Yol = Wl _ vl .
&5 m(9(2) m(z) "

2

froposizione 462 Sia v € T H ¢ GETH wn Nyl = Talye

Aora esisle wu' isomebia 34 Ae€ Fv'owo if:eJ\bo@-'Co TaR  fe cp<?4) = e

dcpu(w) =V

g m: fb_-;a.s!bn’ﬁwuo v, mef fu,.‘f;, 22 (m uwia Basaziome Euvcldea e sa O
e' a,ﬁoeo Ba i dee vellorr s sffemsti.

Soiviamo 4= X, +iY, e premdiawo  c=-4 5m(9 e d-= c°s( Q)+ ><1 :
S«'n(e_z) im modo Tl che czed= €' % Scejé.'amo por 9,b€ R

& cBe ad- be=A.

Sin (.((7—)' dz+b O icmebia dF H® st a Fon‘ﬁhe da  questt
c2+d

daf,. fr @ Froposizne 4.53 Ao, agisce mktpliando v, pen
e'® , A Gonsegulma V3= d c(724( V) e profele a % e @ &
ffeso venso. Sia 23z @ (1) e sa @ o Somebha A H
che momda 2z, m Za. Dok dimoshazione  de@d Proposizione  4.2.4
Saﬁ;(omo cbe po ssiamo :cegé’@e Y wm modo be sia Cmufo.SfZleQ av

ova  owslefia e A oma TasGroe owewdlal . o particlane , dy,

pne senua. 1€ Pw‘cﬁﬁﬁm dr  vettonr,

(msideniomo ofra F= Pe . Ossovame cbe F(z)= 22 e HA



A%, (w) = dy, o dg, (v) = dg, (%) = va pocBe & wm uetlone im

"l_zlez prallelc a vz, o & Stesso verso e @ Slesm  mowna.

D;waw\o 2C&ra che € ’;\'amo i{)é)\.lﬂoef(o e iJo‘E‘tof)o.

b
Oss: Se y: (] — H & (" a bati s €,2(y) = fa I ' pat



Sa D & pate owtana & R & ceibo (90) e ragqic X, Defmiowms
. MooWR So T; @a ome

Illg= 2 ™ vVE LB
A-1=2[*

Questa powelle A defimne uma moow morove A @mgliezza pen conve
C' a ot ¥ [3,b) — B Fam;'fe & Lomota

Cols) = [ N8N gat
da o poi si ottieme ama  distma  Ba dee pult F,QE 6} premdemdo
€' esbemo imfenione de®B avgaelze A Tote @ cwwe (' a bt
he  comvetws e & Demdtiamo cwm dg quesh  diftama

Frofoﬂz(owe 2.4 C@j d@‘) e isowmeliico a ClHl/ .

!Em_ (omsidenomo G mappa D - H — B delimta  Jo Lo

’Q’S(z): —24v  Oxsewiawo Be | B(2)|= A4 Vz €R e F()=0

24

pen i, per  (ofimuita F(H) S B Wmelhe T € wmoetibi® com

Imuensa §-4(UUJ: —W .
o+ 1

Do, ﬁ'\oposfz-’awe 45> SaF{)faMﬂo Ge

14Z,(Nllge = 2 |45, ()
1-18GE)1*
= 2 I —2{ v
1 - -Z_ﬂ’}* (z+7)*
2+
- 4 vl = A vl
|z+l' |1 - ]—2-(-1']1 lM(?—)

= | u“le @



Da 4ue§\2 dedocomo e se X" [&, b] — IHI 3

e uma o c?

a tattl | a€@ra BGY) € wma cwwa Ca il W B @

e Gply) = €x(B(H). Sicome quesle wé per o wmva, Com

<

clodiomo (Re de (P R) = dﬁléééP)/ §(Q)) VP, Q E IHZ/ oweno

B & vl isowmehia Ta | doe mode®

PrOfoS-' zione 2.2. Le 5eode‘|7 cGe A (I dgr) sono onchi Al cocom@eremza
m‘fbdova@ a 5': 0B e Seqmedli  @ocGde’  passanti  pen €' onigime.
Dim:  Stome G moppr B defmite me@@  Proposizione 2.4 & o' isowme
Ba, esa wamda Seocleﬁ e in geodlictie. boiche™ & & wma Toa
sbowaziome A Hobios, pen & Broposizione £.5.2 mamda  circome

neme

m  cocomfeenze € presena €' ofogomalila”  (Beposiziome (5.3

Siccome P (Rv{od}) = S B € aisuflale  dal@  carditen zuaziome

)
el geodetiche A H*  (Temema 1.2.3).

_Fioros{?_iome 23 (e isomeie A& (B, dp>) some Tfe e so& CGe (avh)-

'Eﬂas@.vwnaz«'om' 47 Hobus deta gywna

@(z) = X2+ [> e w(z)= %2+ P
F'z,-ra_( [—bZ+ AL

cm ol |pl= 1.

Dim: Usiomo amcona €' [somebia B inbhodstts meC Proposizione 2.4

Se k’? e um' sometia di H :-aeeona _SE:LPS _Q—_* e un' (somebia
=]




A (62; dpz). §Uf7fwfaw"o be )= d2+b  om ad-bc=4 e a,b

cz+d

¢, e R Aa

Do Ppo §-4(1) = (9i-byc+id)z + (mai-b-c+d\)
(-3 +btc+id)z + (i+b-c+4d)

e CGa tesr Sejue ’Dememdo X = g_(&+{b—'c\'+d) e P: %(—a+ib+

C'--f-d). Vicevensa,  sonvemdo o<+{3= d+:b e o(—[b= d-ic Com

3 bcdéeR 046\\’ mappa del  foma X2t om  al™- |P|2=4
f52+°’(‘

Sipus Sowene  (owe §o$°§_1 com  p(z) = iz:: e ad-bec=HA.

L' waawem‘ﬁ e idemtico pon & isomeTe ot - Cimean:

_C_)_S_S_ ldem’l’f@'camdo & ’G’US&MQZ}M( 4. Holbius ¢t (€ 3)wﬂ)o ese( C),
Ge isomebie di (B, dpz) comispordome  al  softe FP°
(x P) | PEL I Ipl= 4§ 2 SU(44)
g ¥

dove

Su(41) = 3 A€ SLGQ)| Rdigg(4-)A = digg(4,-4)]



b questh  seziowe voyGamo devivane € Qowmol e Ggawo G Gmghern dei
Gfi e €' awpera degl omgli im om TGiiamdd  ipenbeCio. forn  questy  comty
useemo  prmcipaCmeile €  made@® de€ disco.

Lemmg 34 Sa r€(o1), at@ra du(or)-= IOJ(“"

e d cwsejumza
= +dnl'l( % d@(o, r)).

Dm: (& jeode‘h‘ca Be cometle 0€EB e rélB o € Sejvv-eﬁ"s eoCdeo
y(H="1 pon telor]l Quind
r r
dg(97)= €glx)= [ NyClgdr - [ 2 ar
[ + ’ loo /4
|%(«(+ ] - %( +r‘)
2(o s VA -
Qumd:  drr o BT o et e P sy
A-r e’+ 1 e’ 4 e"sy2

lemma 2.2, Fen oﬁw’ <oﬁ>-'a ar {)w“i" X,y € sz vate

[x-yl* = siah® [1da(%y)
(4= 1<) (4= 15) (147

Dm: & fuo’ u@-'-@'cane Com um (omfo esf@c."ia che €' espnessiome A simsta

e muoniamte per isomeve 4o (rle dlﬁ"')-

Siccome G e evidevlemenite

amcbe €' espmessicme A desta , Poss(amo soppone Be x=0 e y=r>0

a amemo d& aﬁ;efcm\e o' somebha.  ACGna P € lemwa 3.1,

lx YI = rz _ _/_anhl(dd-(o/}’)/z) _ S'..Vll'lz id a(o r)
(1-1x*) (4-1yI") 4-r2 1~ o (AgCo,)/a) (2 B )

= Ssink’ ( i d,g(?s/y))




Sa T um ‘E‘»-'amaoeo ]PQ\'OOGCO A verficd Va, Y,Us € ‘Dz, Demsfiame cm 9,b e ¢
& &,mdﬁezwt "fenboe'ca der  soon EGatl e on & ﬁ X J@' amdoe( wlenuT come

wm -ﬁum

Fiofos-“zione 3.3. [Prime‘l Ieﬁﬁe der Cosem'] fen om fvu'aw‘?o@: ipe\bo@'co Come  sepra

vale

cosh(3) = cosh (b) cosh(c) - sinh(c)sinh(b) cos(et)
EW'_ A mewo A isomeTnie possTame Sopporne cbe Y= O ,v=r>0 e
Uy = SQ_;‘K cm K€ (om) For i€ (ewmma 3A sappiommo Ge r= dnh(%)
e cm @it omalgh  amche 5= toah ().
Aﬁr@‘ca.@m & Peﬂe de’  (osemi euvfidea of h.'mgoeo 47 verfic  vau;, s
lva- val™= ¥ s2 drscos(x)
= fanb'(£) + foah'(2) - 2ok (£ )Fah (2] cos()

D' alba FanTe, pen i€ lemwma 2.2, vale

|Vz-val® _ |va - va|? . smhi /44 2(v2,V3) | = sinh*/ 9
= = =B ) —_
(4- 19af*)(4-vs]?) (4-r*)(1-5%) ( 2 ) (1)
e qufﬂd\-
IV). - U;'all: (‘f— rz) (‘{— Sz) Su'nl'li( %J = 1 4 S;Yll'lz(.ai)_

cosh’ (%) . cosh’(“A) 23]



Uﬁwﬁé'mdo & dee espression dtensfe e melhiplicando  pen cosh'(£) e

Cos‘nl( %‘:) eframbs | membny  abbiomo

5fmh2(%) = s"nhz(f) Coshl(%) + 5.'«.1"1(%) CoS[‘bz(%)
- Qﬁwh(é) Sl‘n[’ll_g_:) Cosh(é) Cosh (g) cos() .
Da qoi s mcbode uvsamdo G nelazom :
sinh*(x) = 4 cosh(2x) -4 (,oshz'(x) = 4 cosh(2x)+ £
2 2 2 Y
2 cosh (<) siah(x) = sih(2x)

suh’(x) cosh’(y) + sih’(y) cos’(x) = 1 (cosh(2x) cosh (2y) - 1)

_P:oloosfz(one 34 [ Legge der sem’] I om ‘E—».'azmjcfo iperoclico  come Sopra vale

sivh(a) _  sinh(b) _ sinh(<)
sin(x) sin(?) sin(y)

llm_ Comamo A= osh(d), B=cosh(b) e (= cosh(c). Rrn & o Cegge de:

Cosem:  obbiaomo

SI'VIZ( ):: {- 2 = 4- AB- C 2
I “* (J) Sl (@) sivh (b) )
do @

sin'(y) sih(@) sial(b) = siah’(8) siah’(b) - (AB- C)*

(A-4)(B-4) - (AB-C)*

= 4- A-B- ¢+ 2ABC

e 4U|'Mdf sivuz(d) - M- Az- B- C+ 2ABC . Siccome ques‘fu esfmeSSfome e
sinh® (¢) sinh' () sinh™(b) sink* (<)
imuananfe pen {zemv-u"’azfoﬂe Aegft' ‘Wﬁ‘f ‘e de’ &, vae G Tesi.

(24l



ﬁ’_oros\'z-'one 2.5 [ Seconds le‘jge dei coseni] I om Triamgelo iperoclico  come

S vale
i cosh(e) = cos(¥) + cos(x)cos(P)

sin(ot) sin( [3)

Dim:  FPomamo A= (oS"'(@), O= cosh(b) e (= cosh(c). Dal an f’eﬁge de’

Cosemi  abbiamo

Cos(d).-. AB-C _ AB-C
SMLI(@)SMM(E) \)(A"-.4)(B"_ ,(j

os(x) = B A e sin(x) = \ 4+ 2ABC - A=B-C*
\]Cﬁl"')@l‘—“;)1 V(&-1)(c4)

Cos(p) = A6 e sin(p) = 4+ 2ABC - A~ B CF
\IZ=asy )

QUI.M;/ 5'03‘11"7)6%*0/

cos(f)+ cos(w)cos(p) _ (BC- A)(AC-B)+ (AB-C)(C*4)
sin(w) sin([*) {1+ 2ABC - A-B-

= (= (_osln[]),

ﬁ’oroS-’z(ome 3.4 Siomo o(,ﬁz >o  ta&  cbe o(+/3+a/<'n‘. ACena esiste  unm

umiCo ‘t;-l.a//go@: :F@\bo@Co Com mjoea' imfem, (o4 , [b e 5 a mmémo Pz isomebre .
Em_ Dsiamo i€ mode@ Je€ Sem(/)u'amo: omSidename jeode'ﬁca data
doc€' asse y e @ 3.:ode'f‘. ca ¥ Fassam'l'é pen i che fPowa  om mﬂoeo
[> com €' asse y. fen o y<1 sa  mkbe §, & 3eoa?e'hca passam
te prn iy e  fowa wm aﬂngo y €' asse y (ome im
fgo




X

OFN Xy € @ covomferema A cenbio 7/c°‘|’(zj) e Naggio _%),
sn(y
Ossewiawo cbe yy atensea ¥y ey € ( yo/4). Sia xy €' amgelo
Ha ¥ e & mef Pw‘f?: Al imfensezione : s uvede cBe
I\- Ky = T-(>- {°M Xy = O
g % -7 ° %y
Siccome € awgo@a Xy A.',Je,«de com (oifmortd  da Y, esisfe  om  ualore

?f‘f ‘o (Ge o(;;: > &

Sa T om afbo ‘Bﬂ.’mjoeo i{)owloo@'co A- veihicy A/ B e C e mjoe\'

wew A= o, B= [5 e a-—g. Possiome thovane om' isometria di H
Te cbe @(B)=i e @(C)=iy cm y<d la sewwh Cope el
Cosami oflewa  Be Ea ewaﬁena de @i € defewmmda Aaae. amgoli
nfemi , qumd] ST deve avee  y= . GE ol @t d @(T)  sowo
mecesscth ameie  ancl( &am(jo Y e ¥y dido de G gedetica Farsau‘l’e
per  Lm Pm‘lb s’ ase wagimenio formando  on  defe ovﬁoeo v €lase
y € wowea. bi Cemseguemta @lA)= gngs e @(T) wnide cm i€
‘bm-mdd?o coslroito prma.

[241



Ef_oros-'ziome 3F P o?m- nz3 e o(é(o/":‘._zrr) esisle  om Poe"goﬂﬂo meﬁoeane_
if)ow\.rocfico cem o Gh e augcff Pg,n od «.

2mMik

Dim:  Gomsidenomo € pgomo iperlcfic m vertici mer puifi  v(r)=re

com r€ (01). Sicome @ »rome eolden ceitrdta wm O e m3°e°

2K o7 o' isomebia  d) (@:d[ﬁz), qoes'ﬁ pcf-gom-' Somo nego&m( po> ozvn‘

n
- . . 2mK
v € (0)4)_ (omsidernamo i€ -t;\awhjcfo if)e;\locfico Tv) A7 vertici o, re—':rr e
2w (K+) . ) . ) . 2miK 2w, (K+4)
re i /". Ge aMJo@ wiew: me’  vevca re e e re /o Somo

cwg»ueﬁﬁ e , defa ['7(r) e' ompiezia, o €a Gege de’ semi abbiamo

sin (p(r)) = sinw( ) sin (*7n)
sinh(s(r))

dove b(r) = dﬁz[o/ rezrriK/n) = I?(i*_*’) e ) € & &fﬁﬁena def

A-r

EGito oﬁ?oga a O. Pon & r.n-)ma %ﬁ de’ CoSerl

osh(3(r)) = osh'(b(M) - siah'(b(r)) Co§(2lr) = (4+77) - Lr'ces (2n)
" (A-r")*
Coimds e’ 04/30@) de€ {’oﬁgwo e amffo 2/5[7) e vana (m (ovitmoite”

m ré (o), u

y;

° Se r— '(_/ .ZF'CV)——>O m 40@55 i verhe Temdowo a QIB: s’ e
Ce 5eod€r cbe che forwavs i GfT oo ‘f’wfgem‘h' ta Go m e
Pw\‘h

c e r—o0, allra Area(T(r)) —0O ma , d' albo ()an"'e/ per owo

dejCC esencizi, Area(T(r)) = = 2r - 2p(7) | por w' 2[5(,)_)(%2)5

%" Cow"':}nui a, esfére ré Co/4) ‘iaee cbe P(f ) = (owme volito .




S jemewfe vale i€ sez,aoﬁ‘f’e sisobtalc  cBe mov dimosthenewmo

Proposivione 3.8  Siamo oty . oty € (o,m) H€ Be Oyt 484 & (2-2)m Al

esisie  om n- govo ipehf»cfl'fo Com angoe" iwfew  ofy, ... oa.

Def Sia (X 2) oro oo mébice  geodetico (@ ASlawa Ta dve puiti &
neelz2dta  Jalea &vgﬂezm A om' omca v cde ccomelte T dve poiti ). Sa
5>0. Um ‘E.btrjoeo 5eoalé17co T s dice S- fme  se oaw' Glo A T e

ofemalo  mefl' omiome dei  5- nitosw’ dejef a8y dee.

Teorema 3.3 Ogw ﬁ-’aﬁﬁo@b jeodé'f'\a: T me€ piamo iperbobic & (Oj (1+32) - fme
gm_ E sofficieste  mosbwe  cBe  pen g X arpan"'émenﬂé a ovo de’ Gt
esiste v m owo degll Al doe G tale  che dy2Cry) € I"j (1+32),
Usiamo i€ mode€®  Je€  semipiawo e, defti A B,C i vedficc A T
Sppomamo Be xE BC. Comsidenome Ca Jeode‘f' ‘@ passaAfe po X e
ofogoate o BL. Esm ifensecheond” owo degl’ ofti doe @R i om
Fun'lB P. Sppomiamo  che P € AD. Basta mosbare (fe esiste y€ o

Tale cHe lez(x,Y)S |cﬁ(‘(+33.):

231
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(onsideromo G geodelica complels y e Gu  come poiti o' ifmite
e de€ naggic XP e € raggo xD. (a distwma ta x e g
e redlurdfu  Jof Sezzmei\fé Jeode"'-Co passoife pr x e on‘l'ojomfe a
Sa y € poile di ifersevione b dale  seqmeds e P,  Aetra

0\“1(?‘,7’) £ d,Hz(x,b’). Baslu  Aimosbane aruu'malf cbe m um ﬁ-bm‘joeo

ﬂeﬁa""j°e° com dve vetlicc o€8' wmhmite € olleria  Ja€ Tere ventice €

&wga al P.‘é l o9 (1+J2). A meno di isowmebrie possiamo  sypore (e
x=i sa € velice wlewo e i vetfi afl' mfwilo Samo o0 e A,
Rmove da olecone G dsTamza Ha @ e G »néffa vetfiale x=A4.

Sa @ @ nfessiome nispete a tufe netta, alom
A,Ha_(;/ {X=’( 7]) = d’Hz(l', CP(")) = %d"_fz(l'/ l+2)

4
2

= A log( Li=Ciea)ls ] i- (r2)]
2 j(,]—(i+l)|— |\.‘('.+3~)‘)

=4 |05(03=;8__+%)= log (1+32)

lemma 340 Siamo @ b,c20. Esisle om omico, a memo Al isomebe, esagore

i’)@bo@'co sette com Gah alftew Jd’ &mgﬁeua ab e c
li\m_ Usiamo i€ modeCl de€ disco. (omsidenamo una 8ecole+t'<a Y e
dve ‘)w"rt onb et A e D v A essa. (omsideniamo & 3ecde'h=

che ’)mfewl-‘Coean-' Pt (aSSamC prn A e B. So A esse  Lissiamo

[ Puﬁ"' A" o distanza 3 da A e B a distomma b da B
23]

Samo 1r e S € fmpemd.'CQean-' vscesh da A' e B



Dewstiomo om P e Q doe poit. o€€' mmife Al v e s come
\Q.Jum Ta cciamo poi  Ce Fax(vewl(@&m: a ¥ Fa:Scm’('f per P e Q.
Somo T ed U ¢ Fun'f . di mitensezome e sia x G ASTamea

Ha  ess:.

ab>o

Se x>0 ,08a red s somo Lhapaal@B el esise o umica
3eo'de“’? ) a\'i'oﬁomafe a eaithawmbe cbe nelrma @G Gro dstamza £(x).
Se x=0 , Pe Q comcidomo per omicta  dela Jeodér-(q perpemd. colore
a y per om deifo Puvﬂ?:_ Qowd G Pomiome £: [0 +00) — (o, +)
€ momdloma  rescesite e x|inﬁ:o*€(x) =0. Pern omtimota esiste  om omico
x €(0,+©0) dta e £0)=c ofemerdo dunqoe € esogomo  netts
cencals,

Roesta  osBwrome  Powziova  Lm Taale e almemo doe Ba 9,b ec
Sovo  positii Se esdfamete doe sovo o0, od esewpo a e b,
basta perdere  on qualsiasi  Seqmento JeoddTCo d Qmgherm ¢, due
sw(ujj( gee deticd d\”fbgowff ’;an"l'en‘(’.' dai cvor esbemi e G 3eoo!€l'-”ca
CompCefa  (om ge sféssy  esbhemi der doe 7099

S 9=b=c =0 ofbra €' esagmo refto degemena a on Bramgele

ideale, owere  om 131~'am(70€: com ol 7 et o€ bodo 2l mPmite. [




4.1, ln Awmensione 2

Comsideniamo IRZ’A , ONeO  Omo  spatio veltoniale neofe A7 dimemsiome 3 monite
A7 oo fowa  bi€meane simmébica A sepatra (2,4) -
EX, Y2 = XYy + XaYa- X3Y3
S ﬂz= {xé fRzﬂl ¢ XX> = -4 X3>O§, Ossewiamo cbe & spaze
"’MJW"'G a 32 m om run'fB <€D s dedtifica  com & spoio veltoniale
= Jye R | <xy>=0]
for imuasvama  defe Sezzwfrw\a , @ e sbwzione  deC@ forwa cruadﬂa’h'ca a

2

T;(i'] e deﬁmﬁ’ﬂ Posi‘ﬁ\)a Vxé i)z / I>€)\ (A (oSSfaMb de@‘m{me wwa  mosyma

pomendo
Vil : = NPV Yy € TxD"

Questo {)emmeﬂe Al de?-‘mb‘le oM motiome d. &wg&ezw A e m N e

A distamuaa a(,Jz ta F..wd’[ A 52; esaffameste  come meje( €5 mode®,

Teorema (4.1 (02; 0‘0"-) e isomethico a CIB‘; d@‘)

'_Bi De@'""ﬂ”“o & mcppa @3 2> —> sz oftemdla queﬂB modo per osz'
X€ , B(¥) & e ienseriome Ba G nefla  passadfe pen x e (99-1)
2

e B uisfo ome €& fuC@ omitania me€ plamo  K3=O. I Lovma

eSf)e'.C- a @(K) = 1 [X.f/ Xz). E .?ac-'f’e veo\eﬂe. cae @ e’ imueﬁhb\@.

X_5+4
-1 2
om mwensa B (xy) = (ix_z, 2y 1,1‘1_’“_72 .
A-x=y" T Ay T o=yt

\/eﬂ.'g-'c Giamo ona fBe B presena Ce mowe :

X



d§x(") = d—i’- E(b’(ﬂ) ’+=o cm  ylo)= x e x'@=v

= d D (c°sla(+)x + Simh(“l')v) l+_o

Py
(V'i('(* X3) = %43 Va (1+%3) - x,_\g)
(+ x3)* (1+ X3)*
pn o
[ dé( (v) l .= 2 \I—(Vfu(‘(’f X3) - ><1v3}>2+ (uz(ﬂ X3) - ><2\J3>°~
B A- 12691 (A+ %3)* (H + %)

= (1+%3) . Ve (44 %) = lIvllg

(4 + X3)*

e poSsiamo (omclulere che § & v isomebia

PropoS:'&'one 442 F¥p° A isomebhie dL (ﬂt daz) e

O (24) = {AEGLIER) | <Ay Aw> = cyw> Yhwe R A2 3
Dim: € charo ce O(31) & [som(Ddyp).
n €' alba  imclosione , sia p= (251) € " e sia ¢ on' isometria
4 D wbana. Pmiamo  x= @lp), y= Ag(490) e ==dg,(2%0)
Ossevome e G mabice A= (7|2 X) cbe Ga pe clmme % y
e 2 a«ﬁ)an‘heme a Of(24) . Voglamo wmcbodere chle = A
Sa q€ 2" awbbaro e sa y G gedefica che wmelte o a q.
Sia v i€ vettorne ‘|’a/n3em‘1’e a y im g e 4= dﬁz(P/Q). Siccome
A e ¢ somo isomébie, AlY) e @(y) sovo geodeTiche  cle  commelty
mo x a Ald) e x a @@). Imo€15\e,o\ﬂz(K,ACQ))=Aj(’<,<€(q))=0\-

Td‘l"'aw'a/ 1 veltons ‘1‘augemf dv A(ﬂ e Le(ﬂ m X C(oimcidone ’>e/\
=




AQ@M;ZFO‘WG d A. Quwds A(b’)"-' ('P(K) pen omicta” de@ jeoale‘ﬁ'cﬁe
pot ssanmt per um Ao Fm’fb tom dafe  yettone +amjem'r€ e d comsequoma

A(‘{) = L((q) Essemdo q 45\19-’51017\'01 A= .

Oss (' u€timo aS'thevﬂ’o da ques‘f’a d-mo straziome fzm,oeu'Ca om  fatto  mclto
i/mfoﬁra/vﬂ'e e vlido wm 3emevofo. me@' ambite d. ven€la’ Riemanmiome :

om' 1someia € delewimda  dof  sue c,«wtoon'i’a/mem‘l'o ol primo ondme .

Piopos(z.'one 443 (e 8eodéﬁcﬁe wwolete. A (2 dpr) some € iifense

2omi di T com prami A fRzﬂ Fasswn'l'f por € ' svgime.

QIM_: Sccome Ce  isomébre A CZ)T d{)z) Sove  moppe  Emean” e agistemo Hram
Stivamenite  me€ Piamo iFe;\boG'Co/ e sofliciente  d.mosthare €' emomcidte
pen Ce 3eoale‘ﬁc6?e Pa.(SaM'ﬁ pen (0,94). Ona , vsando €' sometria
Jf ferema .41, B(o94)= O € B e basla moshane cfe
se y¢ Bz € om Seabwem'l'é eux€deo Fa:san‘l'e per OE B , allera
B'g) € € fenseriome tu D e wm piawe  pen €' cnigime . Ino€tre,
sicome G ndfurion’  (otdfe m O € B samo  isometre , possiamo  Suppon

ne e ¥ Sia i@ Sezzwem‘la onzoe@  (om y=0. G&eCamo

y=1y=0Ja &
B = [ (20 22 | xe ¢4
= gxz-Oj N

e oftemiomo €@ siso€lale vebils.

23]



4.2 Lo spezio i{:erloolu'Co n- dimensiondle
1€ modet® dece iperboloide & (a.!\“TCo@amem'fé Oh@& im Amemsione afta  ddto
cbe <a Ce isomeébrie (fe G aeoa(e'ﬁcee s desovumo  fLacmente  thawmite
el 2&plra Cmeane. .
De€ (€ modett detC' ffexlooeofde de€®  spazo ipenbe€ico n- dimemsional &
&3 spatio metn co

o gxé IRMI dxyx>= -1 X"*"‘>OS ,
deve <Xy > = XYt + XaYa= Karadars, monTe def@  distoma  imdstta dotea

mowa  Su _E{)" ddla  Jdaa resbiuove di <7 so T,

(o stesa dimosbaziove della Ewopos.'v'awe 4.4.2 mostbm c¢Be € P ar
isometnie A7 (2] dp) &

O'(n,4) = g AE QLU R) | <Ay Aw>= <cyw> Yywé fRn'A, AZ= % }

!_):e_f Diciomo Be Sc 7_1" e wom K—So"'ﬁas‘)az"o tstuCmenite Jeodéj'l'co se S£&

ed & € intenserione A& D om um Soﬁospaz'o velfoniaCe A dimemsiome K+

n4
m R

Oss Um K- so‘l'\’osraz.b “fotuCmente Jewle'hco Com @ mestizove Jer A sTamza
ombiedfe e isomethico a ( OKI d {)K)_ Ruedle  sv vede .?a.o'emem—ré PJ\eMdeon
So‘l'l'oS[;a'z-' oodwali e usamdo Ga Thamsitiorte” defe! aziowe AT O (n,1)  soi

So‘H'oSFaL' vettonaly CK+4) - Aimemsiemal’ A |R4'_4

Addffomde G Aimosthoazrone def€ (ase €ucfdes s Poo’ Aimo sThane @q:[



Teovema (.21 O(n 1) & 3eme-)a‘|'5 da o/ fCessiom: GJMJo ipenpram:’.

Geodetiche A ( Z)': dn) Somo  domqe €' witenseriome A pomi per €' origine
R™ cm 2. In posficane , possiomo poramelirzane  fhcOmeste €a  geodefica
omptela passode pen pED e cm vellore dagedte vET I
¥ () = cosh(Hlp + sinh(Hv

mfatt!, y(o)=p, y@=v e <gtgt)>=-1 pon sH < e &
son mwogime € €' utersione bu ' e i€ piave San(pv).  lolbe,
<y, g ()= A P wi Sse A=a|d.(p,q) afra  q=y(d) e

- <pq>= -<p, 5(0!)7 = - <p, Cosl’lCd)P-i—S{vnh(d)\l > = cosh(d).
Adoiomo  quind  om modo  semplice pon  cofcolme G distora Tra due poi:

c°sh(dbn (pa)) = - <pq>.

ossiamo  defmine omcle im dimensiome onbiBona @& mepn F: Y — B
che associa ol um poe x€ A" @' mtensetiome bt & aelta possasite  pen x
e (6,0,-,-%) em Ca P onitania mele' iperpiamo  Xa=0. (o e P
defumisce oM’ somebia ba (D]dg) e (B, dg), dwe & dstoum in 1B

-

e wmdostla Jdod mowa 4_3“__|z|\’| pen x€EDB e VETB 1€ (oile &
—x

ama€030 af o bidimensionad .

Geodelictie A C[B’; d@") somo cioconferemie orfogonls ol sPea omitania

e Sezxwem‘ﬁ eucl dei Fasmﬂh’ per € owgav.e,

Si Puo’ omcBe alee.’/m'ﬂe om models def S@M(Sr)az.‘o n- dmemsSiona@. coms. derom _

35\



do H'=iy€ R | ,>0] mumto detn Astamza wdstn ok mowa £ 9|
Ya

pen ué’l;‘Hn-
_b_ef L' imoersione m’s‘aeﬂ'o a8 sfera d’ mﬁj'b R e wibo x, e & map.

f&( (('. "<" R [R" de-ﬂ'm-“a da Le(x): xo+ Ra (X—Xo)

‘x'xo'z

f::of:o sizione 4.2.2 ' imersione m‘SfQ'H'o a8 sfea A naggo J2  cenbrala

= (O/... /+1) SeJu('{’a A n.’@&s{me m's{)e‘t'l'o ace' u'r&f;-’cmo Rn=o fdwn"Sce om'
Isometia  Ta CIBn,d,Bw) e C’Hq, diy)

Dim:  m coondimate € rmapper de€l' euumeidlo &

B (%4, %ot %) = 4_9;3 (%4, -y %1, 4=2a) = (0, ..., )
+ |X[|"=_2%n

Vediawo e se IXI=4 allra €! Crima coordimda A° HG<) <
D), = 2 (4—><n)— 1= 0O s x#€ e @(e,.) = 09

L— AXn
Siccome P ()= (©---,14) € H' € & & o' mwrone oitimua ,

abbiomo Be P (B) = H"

Resta s da uem'@'came cBe I déx (\’)“IH,.= [Iv ""3" :

(A§)x (V) = dé!—)}o@ (x"'_ru) = _i__— [(W,../ U""‘,—V") - M (x",--, 4"xﬂi|

A+ 2xn) (A+Ix]% 2%n)
e 1B, (Il LehdZ20 2 M= 2 1)
1= I<I> (1% 2%0) 4-Ix*

Oss B oxa wm gwiali useremo H” pen demdane om qoaes.‘as\' modell  Jdefl

sf)az-b ffewboeu'm N - diememsionale. .
[34]



51 C ol'ﬂ[)e'ft_‘& Q@Quone

n

-~

Sfcavw\e |H e ow\eomonpo a ova Paeecx aPeJ\'fa'\ p e matre@ Aﬁ‘ju'mdene uma

o0 ol wmlimite m mode da dfemere vno spazio  comgatte H'= H" U . H"
P f

PR€ models € disco, queste w dine aggiugee a B 6 Qew omitenia.

Cle' F@’(; m  mModo PlJ mbwmseco ! de@m{:\e i Puvﬂ'.' o8 mfimto e

CO"") dﬂ—; gl- cane IH"

D_ef Sia X [0, +o<7) — H mggfo jeodél'-'m Paname‘li-.'-naﬂ'é per &vﬁﬁe‘(m
4" anco. be@ miame 1€ bondo afC! fm‘?.'mﬂ'o Doa |H"I ar IH" Come €' msreme
de@@ classi A equi voGmw  Ar n:agf geoo\e"h e S\I'SFEHB ola netziome

Y™ Yo se e s se Sop }4'4(34&)) (2(H)Y ¢ « oa

€'[0,+¢00)

Proposizione S 44! Ne€ modet® de€ disco, DealH s idedtfica com G sPera
omitena

Dim:  Ogn raggio jeode"'nco in @ Ga on prite  eshemo s sfea onmitania
Doldbiamo  mosthone cbe doe nagg’ geodelici x, e yfy fammo & stesso
Pw‘ls ebhemo se e S se Somo melln Slesa asse A equivoBma.
Facciamo queslo oo me€ modeC® Ae€  semi spazio.  Soppomamo cfe  y, e
Yy obbiame & Slesso poilo o' mfimfe. A memo di isoméle  possiamo

5119()0.7\712 cBe ‘f'dfz 'oum‘fa Sia @ e ;| doe Mdgt Seodé'h'cf Sivamo

5‘1 (_+) = (K1I -y Xn"/ 7(y|e+) 5'2 £+) = C}'-(/.../ Yn_qune+) yn> *n

Environwbi i magl' Sovo  €quiv@mti  a B3



§3 = (4 Yars Yo, %a€")
dafo  (Be

. d"_'( 5.1, XsC'H) = |05( %) usamdo & ?onmo@z dea  d stamza
vista per @ Senvu‘f)"amo/ dofo cfe U e ¥» Somo Coifemsti  m  om

_so‘H'os[)azIo tstuCmente 3eode‘l'i o Isometrice ad [H

. dw(yd-!')/ 5a(t)) < ZIH"(J&) dove  x € i€ S'eﬂnem"?) o tonitel

ZECS) = (SX,,l'l’ (""5) )’4 ey SX,._,"" C'f’s)yn_,“ ><n€,+)

e Lynly) = J-ya)*e - + (Koo Yol o
Xn& +‘—J + 00

Viceversa, S'«.)F{)wf aomo  cBe ¥ e % abbi amo Povrl'.' esthem: Ad:stimty .
A wevo 47 [somélne PoSS\’omO Sopperne Ge om rnn‘l?: Sia c°o e €' alto
sia  suee' iperpiomo Xp=0. Ablra pen ognf H>0 esste >0

& cbe X,,C'Hé- {XnDHﬁ e Z,_G‘)S § xn<2f’_-‘-} Az te,

Qoimd.: d(bq ), b’,_["')) 2 ]og (M) e pr € oanbitraniéla” d; H/ i maggl

% € XY mom Somo equfua@n‘h',

Avcle Ea +°F°€‘5ra S0 I—H_n= IHA U oo H" Puo’ essene de_eimﬁ"a m mmodo imﬁlfmsg

o, Rn ogui pE ooH"  defimiamo om  sisfewa  LovdamentsCe A wtowm’ A p
Come  Segoe . Sa x om Zaggio geedetice fe@ e [51=p e sa U om
witowe 4 () € T H fer agui r>0 pomiamo
Ulg,Vyv) = § )| w(o)=y(), o'()€V, +>r§ U
JCA | alo)= y(o) , (o) EV ]

€ sistema ,?wdamem‘f’a& d:  imtomi s sftieme gacemdo veiane \J, r e 33l



X mela  cGasse Al P La '1‘5f)o€odia CoS( de@‘m(‘la nede |H” oM'\edV"OJ'L@: al
Al sco un-"l’am‘o/ Come Si Fc& venficone @zc.‘Gmem‘l'e vsamde € mode@®  de€

d 1 SCO,

52 . (lassificazione delle  isomelvie

n

lemma 5.2.14 S p#id on' rsométhia A7 H, A€wm wh esaftameate una

detd  seguent :

i) ¢ fa almem om poilo Lisso im H"

i) ¢ mom Ba poviti Qissi im IH' e Ga esattamente om puds frsse im M

i) @ mom Ba poiti @issi m H' e fa esthmete doe poii @ssi im D"
Q-M_ Siccome  om' (somélnia  momda nagqy jeode‘hc\‘ m  Spgg 3eoalé1'-'c-', ogqwi
isomebia ¢ si esfede a Q’:Iﬁ"——’ H e 1@ esfemsione & comtimenr.
for i€ teorema de€ poilc  fisso di Browwen, P fa abmemo Lm powls

fisso im H" Basta mostone cBe se @ Ba e Pun'l'i pissi £, &,R

m Do lH  2€6na @ Ba om pote Lisso im H" Sa r & geedetica
Cow-p@:l'a ton ehemi P e R e sa s 6 3eoo!e‘|'-m o:ﬂ‘ojoma@ a r

Com Pom’fb estemo R L' i sometha L Gscia v imvanioite e  d. Com

Seguem‘w« omche s per onicita’.  Quind: p Pissa € puie ra s,

DS_‘Q Sia ‘-(’#"d o' sometia di H". (om n Qenimento o€ lemwna 5.2.4/ A ciamo
che ¢ € eCthic se del tipo 1), pa.naboe'ca Se def ‘h’{?o i) e iperbelica

o Goxodnamica Se de€ 'hFo i ).
33



On' isometria Coxodnomica ¢ fissa doe pou‘h' fq € oo H" e qoimal.' presena Ca
3eode‘ﬁ a com falc Pun‘h' eshem’. Ta& 3eodet'-6a e defta asse def' isomebig
Coxodromica , G quubs agisce  pex BasCazione € 5o asse, me€ Semso fe

dyo (5 9CN = dpn (7, @(7))  por o xy oppoitevedt’ ate' asee.

Bef Sia p€ e IH*, Om' onosfera  centtda im p € vma ssttovaniell cowmessa

m+03wa6. a Jutte & jeodéh cbe uscenti da p.

Oss MNe€ mode@ def semispozio , Ce oosflere  conthdfe m 00 somo ipenpiom:
onzotal’. (e  onosfere centnate megl’ oft poAli semo  sfere  tamgesti  aCc!

iperpiono o' mPmito  xa=0. Osservamdo 38' ifexpfcw-' T’ s uede fociGmenm
te e G Astana imdsta sl ocospre € um mLp de€@ st Euclden,

le isometrie rw\a‘ocefcﬁe preservaro G onorfe/\e.

Def Sia @ ¢ id om' isometra dA H. (a Cuglierza i Tostzone di ¢ €
dig)= in€ A (% @
()= jnf e e O €0)

Dicamo e %, € H" »neatrze G Comgerra toszieone se d(e@)= dIHC", o(*))

%FOSfZ-’oﬂe 522 Sa L():ﬁ:d om' isomébria A Hn,

) se ¢ & ettia, olera d(p)=0 e & @mg&ena d: bBuasCzome €

nealizda da om Fom‘l’é fisso dc P.

i) Se ¢ e Panaboe'm albra dlp)=0 ma & &mg,ﬁez‘za a: tHastazione mom

e nealirudla

i) se ¢ € Gxodnomica o8ora d(¢)20 e Ca %&ezm d: trostzione  [(O]



€ realinada da onm qualsiasi puile s0€ soo asse.

Bim: 1) € owia

i) poSSiawo  Sopparvie cBe me€ modelo def Semipomo i€ paife  Qisso di
(p sia 09 AC&ra ¢ momda nefe veilic@ m neffe verstica® e
i€ coio e f.’»o'oosrz.‘ome 541 mosbha (Be a"H_n(x, @(x)) — O
Se x- 00 Qumd: d(@)=0 ma (Bianamere mom pus essere zealiz
2ato do X € H" fe\cﬁe’ Sanebbe om Pun’IB £isso.

i) Sia ¥ Classe di @ e x¢€ Y- L ipen prame TstaCmedite geadefico
osfogoa  a y  passwite pen x & mamddlo  da ¢ mef€
iperpiamo TotuCmenite geodetico  exfogomals a  x passate pen ().
la distomza Ha questi  dve iperpiami € esaftameste  dya (3 @ (*)),
qoimd’ € &mgﬁezm A bastazione € nealnrdla da poit. su€€’ asse

ed & shettamente f)osf‘hua,

5.3. (Convessita™ della Bomeone distonze

Ricondiomo cBe  uma @mz.'due £ R"'— R ¢ sthettameilc (omuessa se
E(tv+U-Hw) ¢ +8O)+ (A-D)€(»w) yw € R" Y€ (o,4)
| deat; gc@:'mo uma jeodérlca Cder&“a A lHn wm R @ ssamdove  oma Fmamél'ﬁ."z?qzbne

per &wg&ezm d' anco.
f_fo[;os?z_fone 5314 Samo %, X\C I+" 3eoo!é‘|7c@e d-‘s‘au‘un"ré. (o Qorreiove

d: yxy — R
(ry) +——> A7)

B



gy g m W

C/ S‘E\eﬂmem‘fé (omVessy | WmofBe d e~ Fﬂor.m‘a Se 5€ 51 Somo € chafﬁﬁ.

Dim:

Pen  nisu€tate 3&«!@'06' sl Pmtions cortimee e wwesse, basta MAmoshane
cae d(xﬂ'xz 7’4"’72-) < ’( (ol(x 7/4 d(x,_'y,_)) OT" Coﬂmh A:

Pun’i’. [x;jy;)é 6 KZ{ o\{s'tm'\—u, Suﬂ?omfa/mo Be XpEXa e Aemet amo

m= X4+X2 o = DtYs S 5& €' isomebia ’Hq e e
2 2

€f’(F) =p e do’F (u): -V V\Ié_‘}n‘lﬂ. L' isometra T-= 6 a0 6pm presera
& jeode‘ﬁca passosite per m ed n qumds e wn' isomébia Gxodnomica e
& Suva &,«ﬁﬁe‘na A tas@rome € ld(Hn("',")‘ Siamo  2i= TEX).

Ossewviomo e
2dyu(mn) = dia (my (™)) € Ayn(x, TED) = Ay (34,24)
perchie” %, mom “f’(""m@‘e o' ose AN T su w € rnelizidia G Em,

3ﬁe1’ta A tasbaziome. Oro , N & o(-SoZuaﬂeamza -F’\wr:joeane

lH,.(><4 74) & le (x4, 74) + dyyo (y4, 24)

0'|Hn(24, 7'4) = dIH" (o’n(%z), 5;,(7/,_)) = AIH" ("‘;‘/1)

poxde” Glya)=yr1 e &ula)= . (pon @i 2z TN = Glem ()= ()

Ha aeG:na/

Alqn (X1+x1 7’4‘71)

3 , S dll—l" (M/ﬂ) < ;__ olIH" (x«,z.a) S _2'{_ dHn (*1/)’4) + édHn ()’4,24)

In

éf- Apgn 4y y0) + ;(—dn.{" (%, %2)

me volevawo. Se Je 5' Somo ueE\a‘;amf&@. 2lbsa 4 ommdlle mimimo S

e fnoffo'-a .

[zl



6.1. be—ﬁn.'z.‘on(

-

b_e;e Oma venieta” iFe-JooG'ca e wmo SFaZ(o ‘I?:Fof’os itc M munte 47 ona
dstn 4t de (K d) € Gulmeide somdbice a (IH, dye),

owew  esisle oma  lBziome Al apeitt 2O} gET ¢ defte  aife G, e

isomelne @, Oy —> Uy © ="

D_e_e ()/VO uan;ej?\’ [ fej\bo@ ca H e CQ‘MP&TE( Se & S'ra?fo /WéE‘lfCo ( ﬂ, d,.()

e Seodé"FCo (tu dSomta & rexCizaala da oma cwra) e comp&Te.

Teorema &.4.4. Ogwi wrield ipeblica M semplicemente (omessa e comp@fa
e isomébrica ad H’

Dim: Sa xEM e s ¢ U— Ve H on isometria G wm x€ U
ome me@  defimizome A’ vaneld. Hostvomo e (o si esfoude im
modo umico od v isowethia Gl  dev: H —> H

Sio. y € H e sia o [0,41 —MH un anco cBe commelte x e ¥.

fen Cw[?a'ﬁez‘la A ["/‘1, esste  uvma Pm‘l'(z;ome O=to<cfi¢ .« Tc= 4
Bl e o([f,fed) € O e U —ViEH, wife Qo de€
€  defmizome, per oqui i=0,., KA. fossamo sypome cfe Uo© U
VeV e 0= . mdutti vamerite  su 1 mock ficliamo p. cosiceBe”
. omcide (om ., s (ompoverite  (owmessa (< Oi-an O e

Confieme o(1)), FPen Pore «o, métiamo  (fe @ o cé; e om' isomeba
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pen @’ Aje . Goimcide (om -, sv (. Defimiomo afa  dev(y)
= (P{O)' Ossewiamo cbe (G  defimiziove d° dev(7) mom diperde  da

messama.  del@  scefle ga'ﬂ'e:

¢ se (ombiamo & faﬂT’iz-'oMe d Eo/lj , basta FaSSaﬂe od um ‘Da@?.

mowmesto  (omome  pen Vedene (Be dev(y) mom (ambia
¢ se pemdiomo wm albio  Cammimo [> cbe (omefle  x e y, Siccome
H e semplicemeie commessa o & omstope a [b. A immagime
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Por oshozione dev: H — IH' & on' jsomethia Cocls. Siccome M
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meifs  Jev Camvmion/ ), Foiche” H e semplicemonte commessa, dev €
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Covollario 6.4.2, OA}W' N- van/ela” ipe/\looe.'ca co«m/)@.‘l'a M & isowmelriica a ’Hn/ r
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~
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n
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-
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Oss Se M e .ma n- vaneta” ;'Pe;\'ooefca com bordo 3eoo’éﬁco alera  or

-

€ woma  veniets jpebelia AT Aimemsione  (n-4).

Teorema &.4.3. OT( veneta” ife/dooefm CMVFQ_TO. sempbicememte  Covmessa A

Amemsione n e isomebrica afl' mfensezome d  Ssem i spoi 4. H" com bondr
ar SSI'm‘ﬁ.

Dim:  Possiawo  defimine G avoppa suiboppoie  dev: M —> H' come mee
Teorema 644, L' omica Afrema & cbe dev mom & pis  songettiva.
Aera M e isomelbicco a dev(H) i€ i bode € costitote da

5°ﬁo5f>a‘z-' di Amemsione n-4 TstuCmente ‘jeode‘l'.c.j

Corollario  6.1. ¢ Oob'm' Nn- vanela” i,oenbo@'az me‘oﬁj'a M  ¢om bondo geodetico
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La mogpo oM x [o, t00) — NN )a(H) & om omeomonf smo .
(p+) —> 5p (+)
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tmo se e s se T'< OY",") e disoets.
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(essiome Cuvn\)e:ﬂem‘ré Yix - Moo af@ra o= D'_f:" Yot €T e comvenge
o id €T cobodicendo € Qite Be T & Aisonés.
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6 2. Costrozione dr Sofevﬁd .'Ferbol(dne tamde incolloameat:

Fen OT". 5;0 , S % & Somma  commessa A j-‘("on-’. Rn onvemzione S =S
€ G sfou. 1€ mumeo g e dette gerere deCr  soperfice. Fossamo  neaCiz2a
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o) 7
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di & m 2 Ui, ég Gl e U facce pon i X(H)= 2-2g.
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b fa€8. d.’sd"m‘i"e e n Fovn'.
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he nmooverdo n veiticc e & Fan'lé witewma A7 b -lsmwjoé. s
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'Téorema 5 2. 4 O?Vu- S»T?éﬂ-?-‘cce Sg,b’,l (o %(S&b,w) <O a/wwvneﬁ'e umMa AMQ—B'I-':
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Dim: Se ”(%.b,w) <O, Sg,b,n s’ oftteme  imcoCCmdo 23 “-2+b+n pm‘faem.-,

#P&Vﬂ-élom; =&
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E'M_ BQCWFUVIQMdo om  esagomo fFej\!ﬂoe(o netto  m ‘t:'-u.’anoe.’ e opp€icamde
@& ol pen €' anea di om B amgolo ,‘!)enlﬂoefco om  detti omge€:
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»efle & (- 6-"{: ™. Quimdi om Pam‘la&me ipenlooe.‘co ta anea
dr. Stcome  Sgy, si oftiove wce@ndo dg-2+ btu padfatom
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uma, Seoole"'-' ca ngf)e(ce ,cBivsa e mom  penifencca. Sa DER Lusdls.
Vogebmo CosShwine wma moova  melnia iperbo€ica  so Sg,b,v. , cBe imdcce
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s‘uPe\@'c;e ipe\loo@ca Com{:&l'q. ACGra, ¥ e mus)"o[)a a om' oumica 3eod€h'm.
E& Realirviamo  Ca Soren@.cce_ Come quovesfe K= It /r A om  dommio

A H com bondo geodeico pon €' azome Ao T< Isom(IH")

C'e ima bugez.'ome
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me A ' mom Ga Poﬁ(‘( € 55, mom Poo’ essene meamche Fanaboe-'ca
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bianamenite F\'ccoea Cobraddicendo i€  Lodte Be mom s per: enica .
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Ey: R x Teich (Sgpn) — Teich (Sgpm)
(8m) — md

e ben defmta ed e wn' amome A R so Teich(Syy,) , onero Ex(8+8), m)
= E4(8 Eg(O)m)). mobhe Ey dperde sko dofa cfasse A owsTEpa A
¥
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Foname v z2iomo  craswm 57, fen &Mgﬁﬂ.z‘u d' once m modo cbe

OtR sia @ fxm‘fb dr wilensezcome Ha 'ﬁ, e g’\

e, WVV"%WQ dl—
U sof@uomedto deléa ge° At ca Sfe-a&fa
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wilenseca M auwVvo € m Fom"'émza

:Pez-zafe m S0 oma A queste
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90;56’, Xiea ) | (%0, xa) € RS

e Xneq = 'C%( K.q)

(omsideniamo alora  Cu fomziove
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(X‘I Ya, -, %m, 7"‘) La— Z dn—f" (Y'/ X""")

V=4
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dof@  equazom’  yi= k- BLu(8l e shettamente (omvessa perctie”
am

H mom e Fanaf&fo att  Jdoneziame (Q,O,---/ ‘(), Ha af6ra

O = Ly med = rmin £l oy

€ sheftaredle  cmessa e prepra (vedi fogfle A eseniz).

Corollaric 6€.2.83 S ¥ «ma  Cova SemFe'ce cBiosa mom perifenca, a€@ra

€' aziome A Tevewsls Ey € Ebena.
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K
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A= P pr Jri

Bl Un fhame d S, . e i€ dafs ' doe mChicove e p & e
i ) P e una decdvnf)o$€2ione m Fam"’a€ovu' drc %"’: "
i) W decown{)ome ogu Pwn‘fa&me im  doe esagon neft!  (everloabmente

degenen(), m v e permesso €' vse A wmclr (Be (ommeltomo ctonve

A bondo o Pw"rune

Ossewviamo  cfe M€ €' uniowe d¢ 34 +2b+n-2  cave semplic chiose
di i Bgtbtn-d ifeme. € muomeno di wove o anchi m v dipemde
dalx  poiticolone  sceCla o ».
Degm.'amo @ coodmate A TemcheC - NieCsem
3g+2b+n-3 3g+b+n-3
Fo: Tech(Sgen) — R, * R
M —  (Cu(5), 9;)
me€  modo Seg,uem'@. Le primme 3g+ db+n-3  (condimite Somo &  Bmglierze
dell. Jeode‘hc@e pen m omstepe  alle  wme y; che casttviscono m.
| porometni Bi  imdicamo imvece come | padaomi somo mcofEEN T @ne.
e somo defmiti s por @ cove iteme N om. Fer semccte”  definiamo

O1. Sia AN m ano (o wwa) A& v Be wtersecn XYu. Sof@uwdo [SH



al nvestimerdo ynmvensal H* { cloe Pam‘('a&ym' odracenti a ., offem’amo Ca

@:’3@1&( Serem'ré :

doe & wwe verd somo @ omicle geoddlichle oifegomal a F e 3 per i=22,
Siomo R @ wlenserom” d, 1l 3eod€1' iche  (om %. Sa sS4 & distamza

m seqro Ba R, e @, do. & fa sSegro positive se Ry & « smisha
i Qu moovendosi Gmgo i geodefica oMfogomel Ta Fo e §i vose  Fi.

S pome. oClona 9., = ﬂ

Teorema 6.244 (a mappe FN & uma bigerove

Dim: Sunje'l'h'u."\'a': pern  ogni (6,... €3(7,3bm_3)/ possiamo  vsane G Broposizio
me 623 pen ifwie una mebica ipebolica m  wm La(3)=€;
Taa m awd’ panametn o . Agerdo (om om Fewemsts  Emgo  m
possiamo vonare  f€ prameB abibonowede  sewa vanione @ Gmgliez
. M@t se m Gu pwramebo O Emgo )i , alm mg: Ba
porametio D+ O Bmgo .

-« Iwettivits: se FTN(w)=TN(W), a memo d' oge m on Tememsts

possiamo  soppove (e Folm) = (6., €3g+bm_3, O,...,0). Im queso

Caso & jeode’i'.‘cﬁe o'\‘l'cvjunae-' a8t wwe A o & mcflmo e [53]



st Aviscomo ma mticora  omdtopn a ». Ara S, N (o) &

wme decomposizione di Sgi,, m esagomi nefti per erbrambe @ melbnicBe
m e m. Siccome 3@-' esogomy netti  Gomwwo Gifi allewmi defa  stessa
&mgﬁena Sia per m cBe per m', Somo isomebuci e dumque G doe

metn cbe fl)e/\kbﬁ'cﬂe Somo  isemetnce .

QS_S Rell dimosbcrerove dJe€ Teorema 6.2.14 e emenso qoeﬂs Leitto -
Pancmeﬁf dr Femcbel MNieCsem Somo Tott: mo@ se e s se i MWJ\GSQV\""M‘"\'

ﬁeode‘hc-’ a: P e v Somo myoloaEmente oi\—ro‘?omc‘EC,

Vediawo ona om albic modo pen costrone  strdffure ipenbo€icle s sopeldici ¢om
pone  Sgn com () <O

Def Owa Griangoluz'ove dead di Sqn € oma thionglaziome A 3¢ im s
i veilicd sovo smossT e ospomdomo  o@8  n (m'lw\e.

lemma 6.2.12 OZM( S«)F@\-e.'c\'c Sqn (oM %(SJ") <O ammelte  Oma 'Bﬂ-'amdoeaz{g

me ideal . lmkbe se  X(Sgn)=-K o€ o Tamgoziome  idea@ A Sgn

e sota da 2K mmdoe:,

S 8A4,.., sz_( oma ‘E—u-‘mgo&mbme idea@  d. Sga.  Sosttuiamo g’ D com
o Tiomgofs ideat m H (che € womito o meno A isomelie) e wmcllia
Mmo i vasw ‘Bw(cwgo@' &mjo . @i Bomite o' (somelmia e mveste € oniem
tewome.  Oftemiamo al@a oma strittura i F@\boG‘Ca S0 .fg,n ©m anea K

| Gt deCtu ‘l?r'anjoeaz-bwe Gomo  €omglea wmfimta mo @ isomebie usdle
(531



per 36 imco€Camenli mom Somo omiche : ('€ wma famig€a  ad um penametio
d isomebie  per ogmi Qis. la stottona pebe€ia v Sy, dipemde da fofe
SceCla. fossiamo  ponametriiane tue @ mebricbe ipebclicle  dlfenste im
questo  mode Hamte G (oodimdfe di  sbeon . Ogni €fs Al om Triomgeld

idecdd Ga om Pm’fé medio

-

e Pmame'l}\o d: sGean d; e & distamza (om Segmo Ha P..m'(‘. med. dr

doe 'b"ﬁwgoef ideal’ ad.acemtt.

P_f0(>o Sizione 6.2.13 Sia m uma mébica "Pe\[ooG'ca Comfﬁ:ﬁ so Sqn dttemdsta

m G protedornn desortla  pnama. 1€ suo nivesTimedls  omivenss@ e isowmelice
o' ferseriome A Semipiami A IH com bord: disgioti.

Em_ (osbwiome G s So{ﬁ)F()am‘f'e dev: M — H me€ modo Sea,ue/lll-ré.

e ‘E'-(Mjoeqz:me deode‘hm dr M= (40, m) si soBva a oma 'E.'OA30=

Gziome geodé‘h‘m a =, SceJG'a/mo oM ‘E’n’cwgoeo de F-.’w/goea-e:ane e

deﬁmfamo dev im modo cBe Tl ‘f}n-’anﬁoec vemga momdals im om Adale
1:—.:%7060 ideol i IH Qse. Estendiomo poi  dev a tufta H proce,

demdo 'Gn'aa:joé per ‘Bv-'amdofo n-kpe'l‘i’amdo G coordimate di sBean. E

Giano Be dev: M — IHz Cos™ de?.'m.’{'a e mettva.

[€ol



ldedtificfiamo 0€Gra M com dev(M) e H. Sia x€DR. Ogu wifowmo
A x deve witenseme im@imiti ‘l?r.'amdoex’ del ‘Eimgo&b'me/ por ol
esisfe oo sucessiome o Citi e; Tl b A (e x) — 0O m medo
momstimo  decnescedfe . Siccome € somo d.‘sdu'ud'{ , G0 sucessiome de’ Eono
podi  al' imfimTe €& omcB' esa momsfora e dumque comvengedte .
Tl Pm‘ﬁ defermivamo  uma 3eode‘h'ca 5 t@ cBe d(xy)=0 e

duv\c(ue % E ¥y e 55 Dﬁ. QRuesle dimostra & tes.,

Siomo  initenessal. a  mebriche :Pe;\boe'c&e complfe  pen i uoge.'amo capne  quef
Comdi 2omi wapoe s  wodmdafe d sflean m modo Ta@ cBe 6Ga mwappa
sui &fpcw?re Sia Surge‘moa. Sia v wum vettce idead. deCa ﬁ-‘mjoeaz-'one e
Siomo By, By i -B'h'aﬁﬁoe-- m Sy, odiacemti a v. Siamo dy,..,dn G
Coondimale di sGean d7 tal” ﬁ.-wdoe.' nefitive o€ b &t uscentt da v
Sia N um piccols  disco bocdle (im v) attowmo a v

Proposizione 6.2.44 [a rneshhiziome def mebica a P) € comp@la se e

s> se dy+---+dy=0.
Om: (ostwiame & voppe SOEyppasile me€ mode€® de€ semipiowo come pniwa

mamdamdo @ P:n.'mo ‘E‘lfalvgceo 04 m m 'F'\-wrgoeo idea®. com m veftice

N RS




1

S;.-eoﬁ,;mo i Jonv ﬁ;aﬁoe- Dy, by e & Gne Cepre b},..)bm.
Sia cpé PSL(ZR) ! umica isomelia cGe momda Da im BY. Se Ag+ - dy= O
aléa i P.vﬁﬁ wed, di Ay e B, somo alla sfessa aftera e dmgee
p € parabofia. Qumd:  PO() e isomebnico ad w Tomcamerlc  defen
Cuse.'ale_ |H7‘“P7 e € Cow.f)&ja

Se dy+-+dn# O Pom‘h' meds A Dy e Dy somo od aftewe divene e,
Stccome 02 € Fin(¢), @ dere essene Goxodnomica com om ceto asse.

A wmemo A posTiomporve fulta @G cosburiome (om una TsomeBria, possiamo
Supporne  ce ta@ asse sa € ! asse immogimanic € domque @ (2)= e,
dove d=dy+-+d,. (' asse mwcgimonio € v occomu€ione  pen  €a meppa

SU\'&FPom‘i'e o mon Sl mele! immagme dumqee PE) mom € omp@te.

Covollorio 6.2.45 Uma chuttuwna iperbclica  su Sg’,,, e Ccomplia se e s> se
diy+.- +di,,= 0O per o veifice idea® deC ‘E-‘Wjo&z-Me

Dim:  Defti v i westicr  idefs Som® U N(Y) " compafla, chmqoe  compétte.

Dr cdnsea,ueww & shottura (Penlaofu‘ca Su 531,. e Cmr@.‘l'a se e

o se & e s ogmi RPl) e G fes segoe  da€ (oo 6.2.44.

PLOPOS"Z‘-""Q 6.2.46 Sia |H7P ora  spen@ice  ipeabofica compltu com puitore e

sema  bordo. Oqa 'b'\faﬂﬁo&ﬂfofwe idea® . 1H7r e omdtepa a om' omia

E\'mgoﬁa.'ane dead. 3eode‘h'ca )



9& TroncBamo & Cusr).'d.' ar 'H7r m modo da oftemene ouna sotte
Sofezs@'c_fe 2 cowpeltia.  La 15-'a~3o&a-‘ome idea® d/ IHZ.. e thomcata
a oma decowposizione im  esagomi A X SoPQuando  of  nivestiments
omivensa@ , ciascom esagovio o He & Emgo  onocic€’ (qe€l: i
SPoneM’T i ol Domcamenti ) e « Cafi nfem’ de@ 'F»-'amgoea? fome
Co&?o.aamo dve oot distwti . Talr  onotic€ somo  cedtRal im  puali
distti di OH e qowd’ determimano  om' mica  geodefica dv I,
Questa  procedwra Gowisce  uma ‘b‘-».'a/vgo&«-c.‘aue idea. di IH T- imvaniomfe

che sf f).ﬂoféﬂ'a SU ’H7r: od oma ‘I}u’am(joeaz\'dne idea@ 3eode:ha\

d""'o'rof?a a quee@sc mi2al .

le coordimdle di sheon formscomo oma divewa panametrimaziome dv Teidh (Sgn)
Sia -K= X ( 53,.«) e sa Vc l’RaK i@ So'ﬁosroa(o A7 dimemsSiome 3AK-n  doo
da fofte & coodimite dv sBean  (dd,.., dax) cfe soddispme & n equanioms

dl' Corm()&_’rQ‘l?a .

Teorema 6.24F (a meppo sh: TTeich (Sg,n) » V' Be  assecia  ad ogqui

methica | p@xbcﬁra Canf&'& G se (odmide A Bean € wa ,0':76&'0016.

Dim: Rrn & Bwopos.'z.'avne 6.2.16 € /w'ch\ sh & bem defimita  ed wmiethiva .

E’ .ruz\ae‘.‘[‘h'da e G B\orofl’z«'awe 6.2.’(4.




6.3 (ostrozone A 3- wsviely Iperbol.'che Vamte incolloments

m qoes'fo'z sezome sP-’ egﬁe;\emo (ome  cCoshwne 3- umele” iPa\boG'cae Cow:F&_"("e
wmcowmdo Tebaedn ideol. Imiziamo o <Stidiane 86.‘ wuaniant.  isomebes Ar
om tetaedro ideaB A: H> y fotta B seziome oseewo € model®  de€

3

SeM(SfaZfo . H [ ident: e-'caeﬂemo 909 ||“t:5 Com C < Z’o.} .

Sia T ow debaedro idea® dF H e sz e€T om so Gf. Esste
' mica  (sométia A HZ e mamda i veitici A e wm O e 0w towe
Jeifice w 1 e i€ guaife veffice m 2€ £ con [m(2)>0. T& z= z2(e)
e deffo edge muonamt- A7 e €T

lemma 6.31 Sia T um Tebuedrio m Gfe e, e veiicc 0,00 4 e z(e).

A&m 36. of‘b\i €dde MUw\\bM-B d; T Somo

© Se e & €@ G oposlo a e, 2(e')= z(e)

i€ Gife e d veiiel o0 e 4 fa z2(en)= -4 _

1-2(ea)
€ Gfe ey di veilici o0 e z(e) Ba 2(ex)= 2(&)-1
2(es)
o Pre \)o%ovo & »neCrow
2.(34) 7-(92)2(63) =-4 1- ZC€4) + 2@4)2(33) =0

Dim: - Sia e i€ @ opostc « €3, oveo e & € @R a vl 0 e A
S y Ca geodetica  offogoma® o €3 e €. L' isometha eXtfica
e swila dfemo a x AT T Seddisfa

plo)= A @(1) = O () = 2 @(z)= o0

qoimeli  presena T e mamda e m e qumd’ z(e')= z(eq= 2.

la tasfomaziove d° Hobius €4



Ylo)= X4
2-1

nimowmalizza i€ Gdo Cy momdamdo 2 im 4. Qumd. 2-(32)= q)(°)={i.
-2
. e MJFov\ameM'lT: e am&go ol Fum‘l?: pre cedenle  comsideromdo  Ga

Basfowmazione di Mobius W(w)= W=z,

-2

IncoComeo o Tebuedn' ides& Ta,. Ta. Spomiamo Be Ty e Ta siamo  imcofGt:
e*"‘jo oo faccia Fy €Ty e sia €€ Ty wn G Gmp i€ qu@ avveme
C! moCCuments. Rmomaliziiamo Ta 'nste'K'o a €4 wm modo c(Re obba veticr
im 04,0 e 2(&) Sa €€ Ta i€ Gl Mmoo a €. Soppouiamo cBe
€' imcoCCamenmto aemga &)Mjo @ faccia & vefici O 2(e) e 0. Sa Fach
G faccia moC@la a T4 Rmowmalittiomo i€ Tebaedre Ty n(;rel'to al &fo
€ m aodo e T abbia vellic m O o e 2(€). A®a € quoits veiice
St Toven’ me€  puile  z(e)z(ex). Confmuande  questa  procedora  otfememe  uma
g;gusu A quest tipo (i febaedn’ some wisti Ao ofl e imcoflits Cmgo

e d veaicc 0 e oo) 2(e)z(e.)

z(ea)
2(es)2(e:)2(es

«
Z2(en) 2(€n-a) -~ 2(E4)

Teorema 6£.3.2 §Uﬁvomfamo Ke & ’b'\.'aﬂgoaﬂ-'we +E’)oe>3|'m prodica uma 3- vanefa”

‘|’opé>€o3n’ca H, mom Cmm[)dﬂ’a , onveidabi@ e Seva borde. A&a G “b’-nb»}jo&z-'ome geome

—

tica fomisce oma sttt ipriclica se e s se [l2(e)= 1 e L'ZC"(G))
1 ' @‘



= 2T, dove Cu Somwa € i€ prodette vomamo o Joftt 1 G imcded ad e
Oim: A Ga oo shittora ippbcfica se e sofo se oqn’ poits B om infewo
iSom€Bico a uma Paﬁ’& ac IH3. Sia p w poifo su€ Gile e. Se P
Ga om imloomo (sowmethico a wma (Jaﬁ’&z as > al&na & sowma
dege.' a/-trjoef die " difowmo ad e dewe essene 2T Ta&  somma

€ esdatamente Z arg (zCe)). mo€bie €' vetmo Tebuedno si imccl af

Pm.‘Mo se e s se 'TiTz(e-J= 1.

Vicevensa se &G equaziom’  Somo ueﬁ.l?.‘(a‘lé e~ cBiono cBe ogms fm-ra Ga

um  imlowmo  isometiico a wwa fu&’a dr IH:;_

(e equation’ de€ Teorema 6.34 somo defte equatom’ A wcol@meds. (a
vaniete” n"ae/\\me\’m M oftemsla  mcoomdo  tebaedn” idea€ cBe Soddisfamo Talr
€quation’  mom € mecessam “amesite cowr&'"a ) Sufpo(\/l iomo cBe  mnmoovemdo Om

imtawmo de” veiticr def s csH‘eMJq own vovelah N wom bonde Torice im Com _
Ta (W) <> m(H)

M ( vednemo cBe cruefla u‘rpé"ésf e sempre venQiecfa me€@ 3- voneta”

.“oe;\boe'cae Cormf@_e mam wwymd"'e e d vwme Lmits) \eg@amo  detowmra
ne  (ovdzioMd suje\' &lge muoniant”  cBe 8anam+- Sccmo e @ vowelr N sia
erp@a. Tromcmdo @G Drowge@riowe idead cfe nealita M numuovewds
m oosfen cedbdala me’ vetticc  idea@  offemiame ona thiangebaz-one d: ON
cle, pr ipsfesi, e umiome di Few.  loveniame  seponcitamerite  per ciaswwa
(ch/)oweMTé d. bodo . vcge;am defimine wm imuaniarle associcdls  ad o
classe d. mmo'l'éfa'a [«) € (T, Reobrrome CxT (ome cammimo

[&4]



onewldte A To. A mewo dr owno""Ofv‘a FoSS\'a/mo Sopperne cbe X "M"'eASg
cq: Eu ‘E’amdo&b'ane m modo monsTome e THhasvevo . EticBettiames
van,  veatics  der ‘51.‘0,:?09.' com e! edje wmucnaal  de€ @ife  de€ Fethaedne

idea@ a o Oﬂ)anTémawo Come im gn’juna.

AR

ZI. AO\)Q 21/ .y Zv] SO'V(O (96. Gﬂge VV\\) m:.‘m—l— de\'

+ 4 se 1€ vehice € o smsha A
- Se € vweidhice € alla desta df

Usamdo & nelivom’ 'b'\a 38\' @dj-e muan amls mef lewma £ 3.4 s Fuo’

venifrane e H(») o\.'remle 5o  dob@ c(lasse Al amc"_or\'a - -

Lemms 6.3.3. € *ono d borde Bu owa shusttona  Eoc@dea (owers &

isomethico a rRz/,-: dove T & om sette groppe v Tros@zions ) se e so&
se H@ = H(p)=4 porn gemendon’ o[ € m(T).

Dim: O Tiamgcle det@ tramgofuriome de€ Fono provieme du€ tromcameds
& om febaedo ideal  Emgo on' onosfena.  Davgue oo’ Friangele  ba
o stttuma Eclien  mdotla da€€! onosa.  fossiamo  cosboine &

mqﬂ)u Sm’&;r{)au'ré e e' o@m';m\“a\ P ome abb-‘aMO wsto Fen &

—I;\.'Q/vgo Gzioms  dr Soperic;  iperbdicbe . Besa (e ™(T) e %)



mFP:\eseMm Tomite wm commmo onestalo  come Sopnax ComS'den, amo

e! «'/wwvlag‘he 'bwm.‘le & M\qﬁq Sv‘e-’((w"—e dv O%m' ’B‘naﬂﬁo@ witen secafs

o

da & T, —E“ fmcBe”  mom Nicompane  ow'’ alta Cepra _E,P(‘ del prwe

PRRRY)

la sfesa (ostwrone s npefe  per €' albo Joredtone  [>€ (T°).

€ doo ommelle oma shsttura Eufden s e s se @ isoméhie p(x)
e (o([)) Be  mamdore Ty m "lf(‘ e ’Ep w _J:PI wspett vamesite  Sovo
Tastzion. Moshiamo cfe guesfo succede se e w6 se H(x)=H(p)<4.
Brewlamo i€ vetone T direte Quge € puwe G A TX e setm

Soa  stessa G.vngﬁezza. femsiamo€  (ome vettone pen €' nigme i R=C.
Im nifenmeite  ale Ligora G ol pCczome pen 24 wonda U me€

vetone (fr e’ Oﬂ:j"me) mellr stessa dinezione e de@ Slessa &mgherea
de€ GFs e T\ @x m comme com Ta. Mo€hp€camdo pol pen

2y T8 wettore € mandale me€ vettne wm & sTessa dinevome e

Gmgbers de€ Gfo im mume BTa T e BN Quid HT &

€ uettore per e' onigime  Com G stessa dinerome e stessa Bmgberia d:

P(AV. Ha allona e(w) e wa bBusGrome se e s se H(x)=A.

(€8]



Lemma 6.3 4 la vaneld” M e QymF@a Se e s se ON Ra ama

SThwtona  Eoc€dea .

BDim: 4= Ossowiawmo e H NN & jsometicc a 20x [0,+2) . Se 2N fa
oma  stttona Evfden Comp &2 oo M 5 detompome m owa pofle
ccwnfa‘ﬂ'a N e om Comf&'?& N x [o, «oa) por e’ wmp&la.

= S H ¢ comp@fa  alera H = ll—l—s/p . Sicceme DN e mcompis '@
oqu ()€ T(OR) mom bama omispade a om efeweits THET , T, id.
Tq mom € elfico poxbe €'orme & T so H & Ciboa. Ty mom
€ & xodnamico ‘omﬁe' olhrmentiT M mon  sanebbe mp@la pon & seso
argamento  defta froposizione  6.2.44. Quimd’ Ty & panabo€ica  («] € m (W)
Mmov  boma@ . chn/u' cov»fuweifé W € ON < dteme quoriedlomdo ' onosflera
por €' azime de@B  isomelie fambtf«"cﬁe m T (ON), che agiscomo  come

Fastazioni. Qumd: IO Ba uwwa stritoma  EocClea.

6.l Strdova i ferloo((ca sol complemeitare del node o -Q'Snms otte
m modo K im 53 e um e/mbedd-‘mg L st 53, bm EmK e um unowe
ATSJ"W'M A mod: . Due meds Ky K< S® como equivaBati  se  esiste um' owmsTs

pia h: Sx(o4] —> 57 h& e

b, = L"s’x 34 e wm omeommonfiswo Ve o]
‘ IIID(K1) = k—i
’ l"ﬂ <k1) = Ky

Um  modo K¢53 Puc? essene mFPneSeM'l'a‘TB da wm d-‘agna,mm m fR: ottemsto (g3l



pnou'e‘l‘famdo K so om rRZC S’e S 3 Due d"agfwww-" Ar med’  <omo
equive@it.  se possomo  essene sttemds €' umo dafl! albo TBamte
. iSo‘f"oFfe deC o\-hgnaxwm

- mosse do Redemester

@/\o._>‘ @Di

EYai

le modo o @5@ otte € € modo K ¢53 om € Segoen'l_e d"aa)‘la/m«ma

ey

Voge.'amo mosthane (e S NK  ommelte ova  Stuttora f‘oe/\boe-'ca comp@ta,

lwmomz fotto  Vediawo cBe S K pus  essee o emita  imco@mdo due tebaedn.
ideal’  Fossiamo Sopporne cBe € modo gracea 08 N Qi dfge.' imenecs,
mienamete su€ PfaMo oo dmdlo Xy im TR3 e im CoJV\c'SI)omdem?a dege:
MSIoG wada  om po' Sopra e om P sette e pravo. (ovtame dajef wenoct
& poe  ferma  de due febaedrn’ comidera” esftamede om @&  paile
Sopra @ séffe € piame Ky, Dobbiamo w@pne come Somo fudti i Tebaeds
Uremo aﬁe«' imCnocy
€ Sequeds  EF  (RBgm  wm  puilo
K €
0 . — € Sogpu i€ piamo xy a om Fw-f—o
=

F citc @ ()l'aﬁ-o Xy

E2S)



Tagl amo o T im modo da dltemene

% &y <
doe Seﬁmeﬁh E:F" e E:F“. ]e ‘I’e.’f?aeolno _F\—)—--—e-q:n

E

Sure/\"one UCimo all'imecnoco & 6u poriame
& R Sopna queslo d?agﬁm (escloso K)
Hente per  oftemene & poreione de€ febaedro N K
im eevu‘ one \WCimo €' imoocio , '1’&36@0 &m(yo & :Fj:E\
e ‘))\e/vd(wmo A Pa.n'l'é sstte @ A-‘cﬁmm

(escloewdo  sempme  K)

R.’()e‘remda quedB 'aJ'loced.'meM"Ta a) o?m‘ imonocio  dttemramo

pade  soperiene Fan‘lﬁ imPenione
Reondiamo e G voneld a coi Somo  wmlenessal, s sttewe sumooverds da
S 3 ( um  pitowmo foboGme a\-') i@ modo K. Agemalo Com om memo:\@‘.s/mo

rofS(aMo cotrane  Ge (dvu’)duem‘ﬁ A K m modo da otfemerne | al-‘ag»cwam.‘:




(Chnssiamo oha | bl;jmm' =F:3:' e =F5I ottememdo

R-’Co’\d(amo Be mef 'Lﬂ;'ﬂwo o!,'ag;umma Siomo witenessalt e ﬂeja'oue af A

Sor}"a def Pu'aMo movitne  me€  secomdo goaro'-'amo & )\e:jn'ome af 4 sdite.

Hod:ficBiamo | domgoe, € primo d.'ag-oamm m mode cBe (€ tebaedno

oW spomda o negiove af d” sotte dr esso.

é ﬂ(f@. Cowmimeens: ¢fe qoeﬂ'e )\ejl'cmf Somo ormeofmon.@e o Tebaedn' dealr,

Imbroduciomo  me d-hg;n/wm-' 36. eo\’je moanomld | sicordomde  cBe  @af orr»os‘l'.’

aammo ('mvam'am'ru' Cormevdent :
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(e eqooaioms A imcoc&menits  sr- o’H'enJoMo /\Moe"‘('pefwdo 56‘ edae mvan onmifs
A ot 1 éatt  cBe \)e“(jomo u'dem‘l'i'@'cad'i:

() 24 23w o0y = A

. 2 2

Il) 22_ 23\)‘-)2_ \JUJ = "f

fern i€ (ewmwa 631, se z,=2 afBra 2= _A e 2= 221 SimiEmedte

Se Wz w allra wyz e wa= W-A (e equozions  di imcoEGmenits

Avedtamo  afbora

i) 2(2-1) w((w-1) =4 52 (W) —z(wf'—w) —4=0

2

2= W ok Wl (o) _ AL )4 G/ ()
2 (W w) 2

-

\/Oge.mo A e oW om FM"’Q I.M"ANIQJ rmana POS;—'—I'UQ . P@\ 03\4\. w é le es|'sfl"e
um omco 2 EH (Be nishe €' equazove  Qm tewlo che A+ 4 & R':
w(w-1)
wevw S 4 40 32?
o e w¢# Iy tem oy = -

fen  sovoee & quationt  di comf:@‘fézza , determimiome  oma 'Es\‘wjoeai.'me

dee ‘f’o"\o dl- boﬂo‘o .




B’\en»ol(aMo Cowe 3@9\5"‘@1; A m(‘rz) G Love A e F n -ﬁﬂ""“' Homn'ame
G €qoaeiomi a.’ Co‘mpﬁ'f'e'aq

) _ =1 -1 =1 —1 2
\) 1= H‘(O() = Z23Wh2,W3 23w, 2,W3 = 22—5) = (E) =0 2=w
W Wi 2

" 1= H’( )= 2;_‘w = oU(‘l"Z) = ouU—w) N w= 4 ¢ 1'5_-‘3
) i ! [m(w)> o 2 2
Qumd; €' wmica scebla Aege-' edge imvaniamts  cBe ‘v\educe oma  shrsttuna ipen 'oc=>

Cca Cavn'oéj'a su€ cyw(@.mem"’cme de€ mode a ‘Q.'gom 3 € z=ws= :21 + v

h'lf,fl

Abbomo a8 dimoshate
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Tl i@f’lﬁe_‘—d‘ dei SoﬁszuﬁD.' Aserell A7 PSL(3R)

levma 244 Sia G < PsL(2 R) om So_ﬂ'bgﬂoﬂ?o disxele e abeComo. Se

§ wifieme o' SomeBia  ponobica | @ G e cicCco

Dim: Sa A€ G ‘;ambo@'co, A memo A comiygio possiamc  sopovie  cfe
A fissi 00 € O H . Tutt: g€ eBmeili d’ § devowo essere  ponclbf
¢ e fissae oo pen wi somo ottt de@B Lowo Ss(Z)= 249
pr quatle a€R. Sia 3= in€ f9>0 | €G] sicome G &

Ascele I >0 ed e im 2ealta uwm mmimo. ACCra G)= < o>,

Dafa ' isomeBia Gxednomica S, imdcBomo com Ax(S) € 3eoae‘h'ra
cdwnPQj& Imuan omte f)e'\ S.

Llemma F4.2 Sa T unm' isomébia GCoxodnomica e S v isomebia Ta@ (be

S(Ax(T) = A(T) ofGro , dettt vyus i podli esbemi ' Ax(T),
3) se S(v)=vi, S & Gxodromia wm & steso asse, ST=TS e
<5 T> € cicbico
b) Se 5@;):\{7 0o S e elCHtica. A ondme 2 com Pmd'b €n'SSo
so Ax(T) e sTS'- T per wi <CS5T> € om Fpro dedra&. .
tﬂm_ a) e anjmem'!b e aMaL%Jo a que@ de€ (emwa F.1A4.
b) a memo d Ccomivgio  possiamo  suppome  Be T(z) = Xz , pen o

V=0 e V= 09, le omicBe ‘E-uanoma-L.‘om’ dr Hobus Qe

mueifovoe O e 00 Somo delr fovwa S(Z)=-bz/2 cBe [E5I



Somo eCtthcle di odme 2 e Puvd'a g,kso b &€ Ax(T)

S venifea dineftamerte e STS'= T

PfoFbS\'Z-'owe F1.3 Oﬁrm\' So‘f'('oa)w,afo disoele Jd° PSL(A,R) abe€amo € cicbico.

Rim: | Gmwm( precedesti  mostiomo e se um sofoguppe  dbeCamo  discneto
coit.eme  um  elmenito Panalooe-'co o foXodnomn'Co, aClorna € cicbico .
Se (oifieme om elmeitc  e€ittico e (B vedee c(be Hutt g€
aPtn’  e@ment. devomo essere  e@ithcr wm & sTesso poilo  Qrsso.
Im queste  case , qomdy, abbiamo So'l'\'ogjwfro di setaziom cBe € oo

oppore  mom discnélo.

LQMMd 7’44 Sia é) < FSLCQ', TR) wm So*ogjwﬁDO Adsoéle | Sia TE 6

Gxodnomica e SE€ G pandbolea. ACGM S e T mom Bommo pout’ s
im  Comume .

E-m_ A mwemo 4 Comigio Foss\'amO Supperne cBe i€ FUMTO g“:so Comume

Sia 00 pen o TGR)= M2 wm A>4 e S()= z+c.

Ossenviamo Be T ST(z)= N'(Nz+ c)= 2+ Ne — 2z poees

quimdi G mom € dsmélo.

Oss la stessa dimosBaziome s aﬁ)e‘ca omcle 2l caso A T ed S
avibambe  Dxodromicle wm v 5o poits  fisso im comme - RQomd se §

e dsnélo e wwheme doe eBmenmtt 6>><odﬁoM’\|'C\'/ . Cono ass' Comcidomo
EZ3)



o mom BGamwo p:.wn"h' ate' im‘e.'mﬁ’o im  Comume.

De€ Om groppo Fucbsiamo € om So‘l'('ogwrf?o diswéle Al FSL(ZR). Um guoppe

Fucbsiomo v dice eBmevtane se e ccfio o e € Fppe diedna® def

lewwa F4.2.

Corolbn'o ?’(5 Su'a é) wm So'H'oa)‘wrfo :Fuc@S(bMo . Se Sé é) e G xednomico

ed esiste TEQE Hl& de T(A(S))# Ax(S), a€&a § coritieme
imfimte  isomehie Gxodnomiche com assy Aistimiy

Dim: TUAX(S)) = Ax(TST") per wi  esbamb’ @ puil' estiem di
T(ACS)) swo Aistiall dai poiti  estiems A Ax(S), per i€
Lemma T4 e ossenvariome Soccessva.

Hoshiamo che €' wmsiome {S'T(AX(S))  formisce oma  fomiglia
m@imita di assi A e@menti di G At Ingatt] se S'TAX(S)
= _SMT(AX(S)) per quaCclle nm €N o€Bra essterebbe on mimmo
r>0 tu€e Be STUAS))= T(A(S)). ACra. S Qs mecessania_
mente | Pwvn‘l‘( esthem’ A7 T(Ax(S)) e qowmdls < Ossa sa Ax(S)

Be TCAX(B)) cbe bommo esbemi distimti., Queso € assondo.

LEMM& 7.1.6 ém é) Foclsiamo e A= ( é. 6 ACera se [B= (
€ 4§ wl c¢=0 ppne lelz 4. W Pan‘l'T(oPane | tr(AeA"E") -2] 21
(omsideniomoe  CGu  soccessime  Jefimita da o= 0O e DBawm= BoA B,

‘ v Cckfs dneltc mosa e (72



B = (@n bn> — By = <'(-<9ncn an )

Cn  da o 1+ SnCa
4

w "t .
Blomd. Cneq= —C,,J.' = (-1) C:‘L e se Jel<d abbiawo ln —O.
IMoCtre P@\ imdotiome S dmostha  cBe [&r\l S n+ |9 ‘Je\ ' AQ.(y —0
e &—41. Qomd Bn— A coithaddicemdo i€ &fto Be G € disvels.

Qowmd: el 24. S culola dinettamede che +r(A(bA’4B'1) -2=c%

+ 2. DOM\-V\I- fondamevﬂa Il-

0ef Sia § om gropo Toclisans . Un st insiome ReH™ & om demimo @
dowento®  pon €' miome AT G im H* se

) J(R)AR = 4 vge G~ L]

i) Vo€ 39€6 o che g()ER, omer H = 3%37()
Rcliediomo mcfhe & gg)mt' fmofm-'e'fa’

i) R e & Fw\’re mlewma A um Foe.aomo fFeAboe\'cQ Comvesso

M) U g(R) & Corlmete fmta, oxew WKH wwpate €' insiome

585

Meq &5(n)n|<;e¢j & Limite.

Teorema 2241 Sa § um gppe Tolsiamo . ACGra esisTe um domimio  fomda

memtal R per G cbe soddisfa & fmofzn-'éféx/ () -iv).

Dimo shhenemo i€ feorema oshwemdo es‘;e.'c.*-l'amew‘l'é uv  dommio .?avobmem’ra@

che  soddisfu & Fnﬁa:\'e'l'&' ) -iv), defte dowimio A Dincbat

Qominio A7 Divichler  Sia 2 €MH for abm( g# id €6G comsideniomo &

EX]



penpewdl: care o€ Seaarwem"'b aeodé'rlco Be c(ommelle 2z e 5(20) passawite per
i€ puils medio. To  geodefica suddivide H m dee Semipiami . Imd. B amo
(om Hg(Zo) i@ Sezvm'(m'omo Be contieme o. RQuwd:’

Hp(ze)= § 2€H" | A(z2) < A(z g(=))§ d= dyse

lemms 722 S § < PSLER) on gupgo Fodsamo. | poili 2€H" con

st Crdlone  beme@ .chwnamo w of)eJd'é demso.
Dim:  Hoshiamo cBe aLé)C :F{x(g) e wm mSieme (Cocolmeite Lmto. Se mom
-1 )

& fosse , oo esiste um Compodto KclH' e oma socessione g,,éé;

/

Tl che :F'ngn) n K # ¢ Ma af&a G\ Mmom ansce m medo fwc’m-cé

/mem"re o\n'SCU\ﬂ"“muO/ Cow\%ddfceﬂ'do e .eo(ﬂ'o cae 6) Q/ d\‘sa\éfs.

Roimd. gLe)cs Tix(g) € Golmedle Lmide e € complmeitane € opotfo e

demso.

Premtiamo 20 EH  (om stabiCralore boma@ . lE dommio d: DinccG&t Al

-~

4 eM—E\ (o] 2o e

Re = an Hy(zo) = J2€ H'| d(z2) < d(zg()) g+
Hosbiome cde R soddisfa &  propriets” i)-iv)
* h(Reo)= Ryc,
Dim: h(Re)= { h(z) € H*| A(z,2) < d (3 glz)) Vg# id |
= {h(z) € H* | a(h(z), h(z)) < d(hC2), W(gCze)) Vgt id ]
- {w €M | d(w () < d(w, hW(g(W'(n(=))))) VYy+id]

= Jw € H| d(2uGe)) < d(w, K(h(z))) Wk#id] = Ryupy
73]




. Pro[m“e‘l' ’'g i)

Enm_ Se ?.é Rzon Rg(zo) aCona d(?-,Zo) < d(llg(b)) e ACZ, gCZO)) <

d(z, §'(4(z))) = d(3%). Assardo.

. Profw{ eta” l'l'_)

D

m:

L' ImSt éme {5(20) lgé qi N 6(.214') e .e-'m:“f'o rfmcﬁe’ 4 oﬁn'sce m

modo P:\ofm.‘ame/d’e, discomlimos . Esiste a@ra un eBmentd géC) +al

Be A (2., 3(20)) = hig-g d CZ, Iﬂ(Zo)) . Quwdy d 63-1("-), Zo) < d(j1('¢), g-n((" (20)))

Vh #—3. \/oje-hmo mwoibhane Be g"(Z) € R. Quoesto segue  se mo3bame
be se d(w2) £ d(w K(z)) YKkzid oo € Sezmem‘l'o geodetico
Yy dhe wowetle 2o a w € cifemic m R. Sia € yn\ [w]. A€Gra
d(20,a) + d(3,) = d(2qw) & d(w, K(2s)) VYKz#id. @oimds

d(e,9) ¢ (¥ k(z)) - d(8 w) s A(8 k(=) Y K+d
L' vetima dr SoguagCiamza € o' uguagloma  softoufe s o oppaitieme
o Seﬁwem’,'b 3eod€hcb Ta w e K(w). Ta& Seqrests  iniTerseca  y
sofo im w, gomd’ Yo € Y\ fw] gbbiamo  d(zed) < A3, K(z)) WK#id.

Quird’  y\}w} ER e x <R

. Profn' efo” v)

9"’_ Sa K= B(z,R). Se 5(Rz°)/\ K#+é ala esisle 2€ 3(R2°)= Rg(za)

Ta Be d(z02) € R. A€Gna
d(g(Zo), 'Zo) < d CZ, g(?o)) + d(z/?o) < A(Z/Zo)"' d(z/ Zo) < 2R

Pe\cﬁe’ 2 € Ra(zo), l§_6]



Siccome { 36C)| j(lo) n 3620,39\)3 e fmito i€ asvltato segue.

. ﬂ'oprféfd' i)

E\m_ Hosbiamwo (Be se K= B(z,R) i Somo s om momeo Lmite o
perpemdi celani  meC cofbwiiome  de€ demimio A’ DincB&t e initensecomo
K. Sa Xh Ea ref\remd.'Coew\e Fassom‘l'e pe ie Pm‘ls medio Ba 7o e
hiz) . Se w€ ¥,nK allra

A (2o, W(20)) ¢ A(20, ) + d (W, W(2)) = 2d (2zo,w) £ 2R
e 5 um momere Pmite & WEG soddisfame G Alsoguag@oma.
Sin B oma pofa gpeifa fa8 e RNO+ ¢ A RNB  cosifione
om mowmeno Pimito dr Se%me/vn""( geodetict.
Siccome R & cRionamerite  un pLigomo  (omvesso niamome sofo da amo,
sthane e R € apesto,  oweno Rab & apells  per o palla opeila
O. Se RAB+ ¢ ofGna HgNDB = Hy por ogu g€ G thomme a€
pis um momero  Limite A g penche Bc Hj Hromwme pav al piS om
momeo  fmite di g . Ruimols

RAB = (N Hy)NB = (Hgn - aty)nB

L]ol.md.' R ¢ afeﬂ'o m _6 e omcBe m (5.

E_Sem{{g NHostvamo cBe €@ domimio oA Dorwcb&t A RL(R7) cenbels im
i EH & R=R(2)= {zéIHz| [21>4, -4 cRe(z)c 4 }
2 2

Siamo  x,(2)= 241 e y3(2)= -4 . S vede LacCmeste cGe R, (74) =
* El



{zélH2| [Re(z).:%a e Hy(xd)= 3?.€|Hz| [Re (=) > -%}

23 2i+4
;>'<:_‘*\\\\\\\\

-1 1/1

2i-1

e Seoﬁwem’fé ‘jeode'i';Co cBe Commelle 2, e 51(2")=_;? e €' asse IrmAgiman o
per G 3eode‘th re/\femal-"coecme posswite  per i€ pois medio € Ga semicincom
forern  owtonia  cerilrala me® ongime . Quind’  Hy;(82) = {zéll—-(zl l21>4 %
Sia F= Hy (84) N By (33') N Bai () . Aera R:JQ_A Hy:(3) € F.  Hoshvawo che
R=F. su“po«.mo fe R;C&"'F. Siccome R € ou domimico femdawmeda@ , esiste
€ TR e y+id € PSLZZ) B che x(2) ER. Soiviamo y(z)= 2tk

cz+d

tom 3bc,d €L e ad-be=4 At | picle 1221 e Re(z)>- 1 ,

| 20+ d|= Plzol®s A 2Re(z0)cd > ¢ d= lad| = (lel-141)"+ \cd] >4
Quind:  |m(g(2s)) = Im(Z0) ¢ [m(ze). D' afbw prite & A’suguaglianze  volgomo
IC'Zc:"’dl;L

omcBe per b/(zo)éR ol Pos“l?; A 2 e 5—4 of ‘)oSTB &y Offemomo  aféra

lm(20) < [m(¥(2e)) ¢ Im(ze) cbe & assurdo.

23 (oslruzione A¢ groppr Fohsioni

Siaa ' om grpre Fodbsiamo e sia R om dowimio d; OnicB&t per T, Suﬁ:om ia
mo Be R adoa um momens .@-?n:'l’o AN €t . Onesmtiamoe | G A R.
S\'aumo sS4 e 5 &t A R. Diccomo Re S4 € S; Somo :‘dem"’-'@fta"l‘.’ se

35’6 S z{d} Tal (Ge Z(&')= Sa e deomo be Yy € ov idewts_ [=2]



@‘ca'z(we ta | & A R

Teoremd .31 Sia M om 3)\«}{7?0 FucBsiamo e R om domimio 4 Dinc8&t 4.

V. S ib’ .'-j €' msieme Je€l iaPeM""f@-'Ca'Zfaul' Ba ¢ Gt A R A&

= <xi>.

b'l Sia N= x> Suﬁ)om"a/lmo be T, €N e ‘Cz(a) e adiacerte g

T (ﬁ), owneno Bammo o G m  (omume. AQa ‘Cj,qo - (R) ¢ ad-acen

e o -é pe» wi  esiste b/Ké N Al cBe ’C-:of,_= Ik =D Ta® Tie ¥k

€ um e@wents A N Suppom\bmo or Be T€T e Tal(R) wilerceca

T (R) im un vettice. Al ’C_:o Ts (R) interseca R m oum wverice

as= T v). Siccome R € Gcalmenite Imito | ¢ somo s om momero

_efm(’{'o dr Copie A R (om veitice . Qumds R pus  essene B gate

o ‘c‘jo T3 (R) da om momero fmito d: cepie di R cbe (omd uidomo om
Cafs. for & <lesso mJomemTo precedente Golat A e gund: Ta€ A

" = § = R \amo /Mo ) e =
Sa X tLé),\v:() e yzg)w\ﬂk)_ Abl sbdle e XnYy-=

Xoy = H*, Siome R & Gulmedte Lmto, X e Y somo

(& anomente

cAivsi .

Siccome H° & Commesso K= |Hz e 7/;95 per w N=T,

Vog@'wmo moente €' emomcdio de€ Teonemo FIA

se Faxh'amo da. um F°€'3°M°
ﬁeode‘\'ko a, |Hz & wCmente .@.‘mﬁ‘o e comsidenamo € ?wrfo aemendfb daﬁef

acLonu'amem'ﬁ ded Swor  Eat ) sotto c(oaG‘ Comdizamy 1ol g-wrfo e TFucbsiome €

Sia R wm Po@«ﬁowo 3eoo|é'h<‘o omvesso  ECocabmenite -?-'/m"h': A IHI.

_S I-OV'O 5 \i
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i Gati A7 R.  Soppomiomo cfe tutt i Gt A R vemgowo idedfificali.  fen
oc6m' witice VER ¢ somo due Gif. s e %S (om venice V. |ludic@lamo
Com (v,8) vma (oppia  cosTHuMtn da um  veidtice VER e om @6 s<R com
VES. Sia %(935) = (Y, %3) , ose @ (qpa wstiforte da®  sfesse  vedfice
e e albo Go odiaceie a . w&.ﬂwem_ﬁwo @ Segoeie procedwna :
1) Portomo du uma coppin (Ve,50) . Sia g4 €' acoppiomeildo  (Be  comvolye
So e Siamo i (w)= Ny e p(5)=5,.
i) (omsideriomo G <ppia % (V451) . Sia 2 €' accoppioments  Ta Gt
e coimutye 5, e siamo (W)= e fa(¥51)= sa.
i) (ousideniamo G cqpa £ (V2,5) e npefiamo @& procedwa  Pmcfe”
¥ (Vn,50) = (Yo, 50).

Def Lla successiome 4 vesficd \1013 VA L, .. \/,,_41"—’\/»'@"0 ottendta  (om G

costz ove precederte e v, & O H* & defta ccl e@tico . L' isomebra
corm.'s‘vomdem're_ P © Fa-a® - 0 ) e detta tasfowaziove assocdla o€ e et
to. Diciomo cBe G Busfowarome € un Ul ocidenta se y, ooy =id.
D_e€ (o Successiome  d” waalicd Vo —Yy—7 ... — Va=\% gitemdla v G (moceduna

Pnecedem‘l'é e Wt DNIHz e detta & (Janabo@m, L' rsometia coJ\n-'sroneM’Te

Yo © - ©Fa e detth. Tausformcearone assocdla of webo farla!ﬂoaca.

Teorema F3.2 Sl'a R wm ‘me"Jduo Jeode'l'ko (MISSO Com M mom@o Q.'m.‘-l'o

A eati. S {Kﬂ ,..,5,.1 oo, cfBriome  di  derfificatiomi Ta @GR A g

Siomo 54,,,/ (e T oo Lty e T, T 0 el Panaboeu'c(. SOFFW-'MAO e
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i) P@. o%\m. C('Ceb e@!'ﬂko £J es.'fl'c (VIJ 67L "’a@_ Cﬁe 934-(-.. +SJK= 2{;1_1;_
dove 80; Sovo Sef Omac,e( wteow ad R mer u@\"hcf wm éj ;

;.') OT..' ‘bwasgomazfaue assocaa ar ¢l pona bofici € .m' (sowmeéthia ‘)a&\a’ooG;‘q

A M= <E1..,%qn° e .om g)'wr)ro FucBsiamo -IS'UW\OI‘A(O a q= <34,---/ NG l

—" - —_ . - - -

I, (5.)=|A >, dove T, Somo Ce  neCaziomi del cic€l eeeﬂ'-c:'/ ed R & om dowmio dr

b;f\'-(a@r d P

Dim (ides): Sia X= JLE,( (-é:ﬁ) / o & spazio '1—0{)(:&3"(0 Stteudts rnemle/mo!o omo.

A )

Copia A R per o%vu' g €4 e quotienilamdo pr & meariowe

(é/j) axdyééﬁ,"‘) e e sd» se esste um 3e~em"'one jré q

‘@ cbe h‘gﬂr e y=5:(") 4 ag‘Sce. so X Fome/w'o a'(x,h)=(><,3"').

Sia J: G) — ' ®& (Be Z( 3,'): ¥z (o spavo X  omwelle  oma

MATL o.ro@ me‘lE»C (€~ .(;e;\(ooeca wdstta,  da que@ Sv E be.e."m-‘amo & Mda(ﬂ?a

LP: K — |Hl (ome q)(x)= \7(3)(") Se %é(ﬁ,g) O srevamwo e ‘P

€ equivonigite mL semso cHe cp(g-(",'#)) = 3gb).  Si pos e,

coe e Ca cmdiziome sui & Pamba@d .-mFe.'@ cBe Cn abica

so X & (w‘)@*‘a, moCthe X & 5e,w.‘)€ cememlte  covmessa e P e um

nivest.mento So:wje'ﬂ'; Vo Ruwdy ¢ e wm omeomv\@'smo.

Siccome €' arome A G s X € P»o[zn.'wmem’l'é A seamtimoat pe comcBodene.
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wé " @, (2+) = (w2, lwi¥)

Se w= efo( , ol e P e oma rlarove A aygaeo K odtoowmo a S

se W= >‘€"d_ Com >“EIR-'-/ alora. o Co e om' (Sometha G@rednomca dA: H>

Com asse . e Aistowza  Jd bes@ziove  d ()= |:g()\).

Sa < Z 2 o S'o’ﬂ'ogﬂ.affo disoel  isowmenfe a Zx7. D(f‘hmdu.mo
e  (osi:

1) T (oitieme ova sstazione mom bao& | AC@a T e jeueﬁa"ré da
mwappe de€  Hipo (z+) —> (e 2, +) e (%) — e ( e"/t +)
om N£0.  Im crues'lb wso [ agsce  so per tasrome A7 ).
e quoti emfe x /'_, e oma van€la i(;alaoe‘ca cdmf&‘fa Com ;;mgoé’an‘ra'

- 2 4 . - .
Com'cle : ¢ ameomo»?a a PBxS € w wone e/ & proretio_ Eﬂ(



me A Z ed € o geodica A &m@ fera [N im o i disB
omjme GRammo a,udoec gre A misona o, (Se = 2T mom <
Swo  smgo€anital ).

2) T mom cofieme ndfaziomi. A€Gra T agisce SV 3 come  om So*"og;wffo
mom disoels A bastaeion e X/n mom & meppoe  Huoserl.

e cw@.‘l’mem’f'o' A X/r, s:  ottiene a&cjt'wdeudo oM Lmico pon"ré.

Sa M uma 3- venieta i{)@»(aoﬁ'ca onvemtabi@  mom complta e di vlme  Limite
stemdta  imcoCondo tebaedn’ ideali. Sa N G uvenela” @m bode Tonico
sttemitn  Nmvovemdo um  witemo der  Tebaedn’ ideaf. Sa T e 2N om o
A bode. Sa ((T)e M um «f@re di T. Rn € lewwa 634, me€
(aso i methicBe com[)&'l’e C(T) e isomélrica od oma cospide Hromesta,
owero g€ quotiede A on' onepata o €' aziove i om So‘lfogfw‘ofo v
isomebhe Pw\aboe-'c@e A H® e agise  pen Ptas@rions €8  orosPene.

Se G mebica so M mom e Comp@a, possiamo  comumque costwine  oma
magpa SwCopponiTe dev: M — H’ mandamdo  ciascm  Fethaedre  JeC@ Triamgola,
zive wddfta 5o Mmoo fetuedo de® i H 4 & isometico.

Siccome G methiia so A mom € omp@la, pens, & moppa  saCppadte  mom e
im 3emenaé, me~ imettiva  me” surgettioa . Abbiamo  (omomgue  wna mW:\emn‘lﬁ Lome
A Bwmowia  hol: m (M) — lsom(H). 1€ 1 (T) < 7 (R) deewmima am
on  Sottegragpe ['<lsom (M) ismorl a ZXT e fissa o pois im DeolH

Possvamo Sopporne e tulk Po«‘lB fsso s oo,
73l



GE.  elment d'-, N sovo ofra de@ forma 2—2a2+b @ a,b€ C.
(. Somo  Sofo e possbiCHl :

e I' comsiste Ar s trasCazons

« ' Pissa vm pute P € €, e possiomo  sppoe  sia p=0O.
Por i€ (emma 6.3 Soppiamo  clie € paile Cmeame d. TLE T coimade
Com  H(®) per ogpel «€ W(T) e me€ pimo aSo Ga metrica im um isifomo
& T & owmp@ta. Me€ secomdo caso, [ e costibite da Tasfomazioni
d: Hobis de€ +tpo 2+—92z , che  imducomo  isomebie  Dxedromiche se lal#d
ed efHticbe se [al=4. Im ogn  Case ' presewa & gecdetica  compita
passaste pen O e oo. Suppomiamo i essere im queslo secowdo caso, dale che
siamo  imfenessall o tov Al bode m om wi iilowe @ mebica mom e
wmp&l’a«. fossioms  cosbwine Ca mapet su\'&ffam‘l'e d:T— € equien oste
por € obmomia o(W(T))= coz,bz> ab € € mandando oqu Triangel  decty
ﬁ-’ano Caome mdotte 5o T m  om 'Ev-bvﬁroeo m € com g€ stess: aw.jv@.‘ mifera”
b afba it esidle o bibmofsmo ¢ € — T h& cde g€ adfomerfism
def nvestmeits A T somo z+or 244 e z 24 por  quatile € H
(o amopper A= Doce: C —C Soolo!.'s.ea A(2+4) = 3d(z) e d(z+a)= bd(z)
Ha altra €z)= A () - ¢ costade . Ossoviamo Be c#0 perce” aCbrmenrt:

d' (=)
A(‘&): ()(Z-i'{.b e Q=b= '{ / ‘)@\ 7 CtO e d(’&) = C_iQ,CZ. l,uoeb\e_ Q= e

<

CAA
e b=¢e

b posticotine, lm(d)= €* e p(m(T)) = < 3z, be>= <H(m), H(e)>
2 U ed € Asonéld, doe med £ somo Jemév\a‘l'in{ A m(T).

Dedvcamo Lfe & mappet Suf@JffamTe D: ;’J( — ""3 Ra mamagme covifemote  [44 ]



w HNZ e qundi  pus  essoe  slBvala o B:H — X e esisie R>0
sull.centemenite Pn‘c(,o&; i@ cBe | se Mp(F) dedfa o mo se€do A
w/ulofe't?a R aftowo « 'Z’/ D C?‘r‘) — P (%) ‘X e oma laiaez.'ome ec(u:uam\'an‘f‘e
pr i€ So-RoW ﬂeuenad% da ﬁ(’") e f(2). Qumd,  C(T) e isometnico a

(eI i, Hen>

~
Cordllsvio H1.3.2 S ImH coifiene ma nifazione af@ra ¢ somo 3eme/\aj_o"\-'

Jim € m(T) f&  cRe ﬁ(é)‘ e” e ﬁ(’}l.,)= P o rro e e
(dm[;a'f’mem’ia C(T) & isomebico a om Tomcamess d: ?_lmﬁ ed e quinds
oweomorfe a on oo sPde € wi wee € oma 3@:&1’-@ A ngaezm | A
Com s-'/vgo?an.'“l'a’ coniche A ampiera . Actmedtt C(T) = ¢(T) o | 7t |
Dim:  Siccome A= T ¢« €' disoete e Isomerfo a AR possiomo aﬁ,e-'cg
re u diswssone fatta cinca i€ (omp@tamedts A Yp.  Siccome
C(T) € isomebico od wm s> Tomwwmeils , G <lesm (omcbosiome @

b TTT)

Nétiamo , im Pan"hco&v\e , e CF) e omeomorfo o€ befim -@'&’.'Md cfle ocade

& cova D’/ Se [m B Conlieme UM nelazione

Dim del Tecrema M.34 : Se M e oftemdla nisoCemdo & egquationi A imco®

menlo e empGiera mod'@icae , a8 ozﬁw" FLare (C(T) € comp&o
(se B(z)= ﬁ(P)=’f pr o[ € ™ (T) jeme\a'roﬂ:) , opore CCT) e

Sométnico al fromamento X /(M oo L' equazome Am, )(J ﬁ( 2:)4 - &
[445]




inn{)e.’ca cbe lmB coifieme oma notaziome por i (M) e omeomonfe

aC  Debm gee:ng che oicide G cava  pm+ 49 .  Qund. M e

oweuwnom?a a /“(_f 1 e mom Ba 5.}ujo€m=1a' ?@c@re/ K= 2T,

Teorema .44 Sia M € ComP&meM‘f’ane A o CmK  peblico LC.S% NN

H = 53‘L ommotle  oma  metrnica iPé’J\(-%el'CA CWF@Z( A7 wbowme .@MT'B/ com h (omFmguTh,
Allora esis‘(’e um im‘{’oﬂ'ﬂo U o‘,' (00,..,00) é(Sz)h ‘l’a@_ c@e/fg\ ojvu' Pan:waejixo

A befn Qg SEU , @i wareld U ammelte  oma methica  ipoboica complta.

Cordllarip 44 4.2 Esste um  imsieme mite S; d: Pemo!evrze. ta@.  Be per o

WéE'O d.‘ beaﬂl e;@l'ﬁﬂj S= (S-{)__, Sh) Com S‘- & S; ea \}Qﬂ:éf&/ ,‘(fl“ md—l-e

uma mebvea ife;\boG'ca cowr&fa.

Dimo strazone del Teorema H.4.4 per il Compleme&'fsre del nodo a —egqurd 4

Ricordiamo ¢Re € cm@mem‘l'w\e H de€ modo a x?:juna g s ofteme imccCmdo

doe Afebaedn deaf’ Secomdo G  schewma s‘ejue/ﬂfé:

- oy s

T, T, ] ]

D + +,

3 A

e o
N
Wa

. S - Wi
Ge. edje imvaniont 2452, %= ‘%z , 23 2_2" e W= w, W= _}'ftwluo3= —

Loswmiscomo  oma mebrica iperboCica (mom  mecessonamente tomplifa) s H se

e ssH se 2.(‘1-2—)00(4—00)= 1. Qoests equuel@ a dioe cbe | ,Q.':sa“lsﬁ:]
16




W om [m(w)>0 2= 1% J A= Y- dove i€ Sequo de®@ radice
2

€ defewnimdas dall; (omdizome cbe [m(2)>0. SV deduce , M ’;aﬁf  colare,

cbe 4-_4 € Ryo cbe equiw@ a w€E H N dove r & &

w1 -w)
Seminetta = §_+.'7 con Y32 3_?_? O%rm' e@meito m R=IH~r Jdetewima

aero  oma  stuttwa  iperbckia s K. Quella omplta e wys i-+.‘5%,
Abliamo  imcChe g @leldls e pen 3emen‘f‘on: o b€ (T) abbiamo
Hix) = w(4-2) Hep) = :z;
lomviene  scegliene i gemenaton’ m=o e L= [P+x. Atla
F(m)= wit-2) Ale)= 22(4-=)"

Defimiamo G e d: R —> S° depmita  come

.« A(w) = o0

cd(w)= (pa) w& e AEH@Y- €T wree (&)

L mej\'cme R b ' imucbozione

e T(w)= 2= 1% ‘]4'4/"”("""7 . TaB imucluziome memda ﬁ("‘) im
o}

H(n'= fi(or) e BCQ) im A= L) po wi d(c(w)=~ d=)

Hosthiomo che €' immaj-ne Adi 4 e €Cu J\?'MIQ evidenzidfa im -@guna.

N

6’4/4) . - _C"r")
(5 0) \ ) - § / (5°)

("“1'1) Cq’-4)

B



S w tede a om pm‘l'é di [(1,+0] allra 2 temde a om poito  m

[- =,0]. Qond: 5&' w':jdmaﬁ'ﬁ A zZw e 4-2 femdomo verse o me O

n-'Sf;e‘ﬁ’.'uamem‘l’e per @i 4(—>4.

Se w—4 allra 2—-00. Dal' equuzime (¥) nicavawo cBe (pa) —>

(-4,4). Se w — +o0 oflra z2—0 e €' equarome (4-2)w({-w)=A

-4
imp@(ca cGe Iz“‘-'ylz_”‘ . Da C"") ncaviamo cfe |w|P q—”( pen cor

p- 4q =0 e (pa) — (44). Quwd d((1,+e]) = £44)(41).

Usamdo €' imuolozome T Jdeducamo

Se

cae d([" ©9, OJ) = (4/4)(—4/—4).

w Tede a om Pam"('é ad r da Jdesben afori 2z tende a um ponto
de€  segmedts (0,4]. Qumdi g8 argomedt di 2z e -2 Aewdovo a O
e (¥) im fPcca  cle e! w\jofmem‘f"o A Wl temde a 2™ Se we s )

arg (») 2 arcly(J15 w  pg AT < 5 . Deducramo abra  cbe
'ﬁ J ) per P &rc?(&?;)< amo  afo d

possiomo comettene  (4,1) e (4,-1) ¢(om uma @A come im Liguna

nestondo mefe! i/wmajrme 4. e J\aj'omamem‘lﬁ e amaecyo se w “emde

A o Pw‘la di v da simisba e s ofteme uma cwor cBe comette (-G,1)

e (-4,-1) come im gigua.

fossiamo orna comc@dere @  AdmosGariome de€ teorema. S U= m(d).

Fen ogn’  S= (pa) € O pramébe o' Delm LCmg, Ca sthwtfor iperbotica

d’ Faﬂ;wae'l?wo Wy = d-YS) mom e cormr&‘fa e (e svo wa)&"’amem"'b e

ofmeamohﬁ: a _f'“

3
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