

























































































1 I pieiperbolico modellodelsemipians

1 1 Ladistanziperbolica

le modeeeo del semipiano dee piano iperbolito é lo spazio metrico

HE ZEE l Im z o

monitor di una distanza dip definita nee modo seguente Introduliamo la en

ghezia iperbolina di una wava y a b 1114 di lasse C come

east Iggy at lj HI Aye
Tale mozione si estende anthe a wave C a tatti suddividendo la wrva in

pezzi e sommando le lunghene dei vani tratti La distanza iperbolisa Ira due

punt P e Q é definita allora come

dip P Q inf lap y g C a frati commette P e Q

Late La funzione dip 1H It IR é una distanza

Dim Verifithiamo le proprieta di una distanza

i din PQ 20 ouvia

ii dup PQ d z Q P prendendo i cammini periorsi in senso opposto

iii diaz PR I dye PQ d Q RI UPQR E 1H

Sia E so arbitrario Dalla definizione di distanza esiste una wrua

C a fratti g che commette P e Q tale the lap 8 I dip PQ

E ed esiste una curva C a frat j che tommette Q ed R

tale she eyz y f din Q R Ez Concatenando i due commini

otemiamo una arua j c a trait che commette P ed R II




























































































tale che Cyp j l y t line o E din PQ t d Q R E

Di conseguenza dip PR E Lazlo E dyz Pattdip QR E Per

e arbitranieta di E 0 deduciamo che din PR E data PQ din QR

in din PQ O se P Q

Dobbiamo mostrare che se Pt Q mom possiamo trovare commini di Cun

ghezza arbitrariamente pillola che commetomo P e Q Sia g a b Iti

un commino C a tratti tali che y a P e y bl Q Distinguia

mo due iasi

se 1m18H E 21m P Ute Lab allora

exits Iggy at I htpjdt flit dgtt
aetrimenti y interseca la retta y 21m P e chiamiamo to

ie primo istante in wi questo auvieme Sia y y za.to
Allora

sfutando ie conto precedent abbiamo che

eup o eat o dir Iggy 21
Deduciamo che

dpCPQ min diff I 0

it.it iEiittiie
misometsiasediHzPQ d e P p Q1 UPQE Itt

Elenchiamo alone isometric del piano iperbol.io I




























































































i le omotetie y 21 x2 ion x 0 Quest mappe preservano la lunghe

za iperbolina Infatti per ogni y a b 1H C a frat abbiamo

expert I yydt Fifty at

I dt little rt

ii le trasearioni onizzontali y 2 2 1 com XE IR preservano la

lunghena iperbolina dato che yog th y't e lm y til Im yeah

iii Ca niflessione Congo Classe immaginario acty C x y

PIP iione 2nl le piano iperbolito é uno spatio omogeneo overo per ogni lopp

di ponti PQE Itt esiste on isometria p tale the y P Q

Dim Sia Ratib e Q ctid son bid 0 L omotetia y 21 dyemanda

ie punto P nee panto R af id La traseazione orizzontale

4 2 at c and manda R im Q Quindi Ea mappa yo y é

e isometria cerata

Definiamo ona e inversione fungo la cinionferemia unitaria

plz Ep
Im coordinate polari osserviamo the pcr0 f 0 per wi i punti Congo

la circonferenza unitaria rimangono fissi mentee e intemo e e estero de

Ca cinionferema unitaria vengono invertiti

6 1.22 L inversione Congo la circonferenza unitaria é un isometria di 1H

Dim Mostriamo che y preserva la enghena iperbolica di wave Sia II




























































































y a b 1H una una C a tatti Osserviamo che

1408 t 1344 yog t 21411241 piece'CHECH 41

Quindi Saivendo z H x Htiy H e z CH x t iy H sempliciconti

mostrano che Kyon til Iggy e lmaoo H lyft
da wi nicaviamo

employ Iggy at fifty dt litter

1 3 Geodetichedelpenoiperbolit
Una wrva y a b 1H é una geodetiia se per ogni Pty e

per ogni QE y la ponione di y the lollega P a Q realina Ea

distanza iperbolica Tra P e Q Vogeiamo determinate le geodetche

del piano iperboliso Imiziamo da on laso particolare

1 3.1 Se P xotiyo e Q xotiy si trovano soda stessa netta

vertical allora la geodetiia she tommette P e Q é ie segment

verticale Jlt tot it te Iyoya Inoetre dup PQ flog Y
Dim Assumiamo the yoeye miziamo a caecolare Ca longhena di f

en 8 dt log Io
Consideriamo ona on quaesiasiaetro cammino y di classe c a frat

che commette P e Q Allora

execs Ifa at a lightll at might at a




























































































log ye 1081

Osserviamo inoetre che tutte le disoguagliane sono strette a memo

che g t sia un segment ventilate

Com lo stesso ragionamento si nostra che se P xotiyo e Q xatiyn

allora dip PQ log Io

In Per ogni soppia di punt PQE Itt che nom si trovano sulla stess

netta ventilate esiste un isometria y del piano iperbolito tale che p P

e p Q si trovano sulla stessa netta vertical Imoetre ie segment

vertical che tommette y Pl e p Q é e immagine tramite y dele

unica circonferena centrata sole asse neale passante per P e Q

Dim l
kop Pl

qqoqaq.ir e
r 2acosor

Ia g t p s

Siscome P e Q mom giacciono sulla stessa netta ventilate Ca perpenditola

ne al segment PQ passante per ie punto medio interseca e asse reale

in un punto R I punt P e Q Sono equidistant da R neela metrica

Evilidea per wi esiste una circonferenza E di centro R passante

per P e Q Sia p Ca traslazione oninontale che manda II




























































































E im una cinionferema C passante per e origine Sia a ie centro

della cinionferemia E L immagine di E tramite e inversione p

Congo Ca linionferemia unitaria é la netta ventilate x Ia
La composizione p Koe é dunque un isometria the manda e arco di

cinionferemia centrata sweetasse neale passante per P e Q nee segment

vesttale the commette p P e p Q

Oss D ona in avanti penseremo a nette vertical come cisionfereme centrate

sull asse neale di raggio infinito In effetti la netta vertical x a

si put vedere ome ie limite per x a della cinionferenza di raggio

lx al tentrata nee punto x

Ia 3 Dati PQE 1H e'arlo di cinionferena centrato sull asse neale pas
Sante per P e Q é e unica geodetila dee piano iperbolito che ionmette Pe Q

Dim Abbiamo gid dimostrato e enunciate se P e Q stanno sulla stessa

netta verticale le caso generale segue dae fato che ee isometric

mandano geodetiche in geodetiche e abbiamo visto nee Emma preiedente

che e immagine di un segment ventilate tramite e isometria t é

un arco di cisionferema passante per P e Q centrata sull asse neale

Def Umageodetica y si dice completa se mom put essene estesa a una geode

Tica pitAnga

Of Dae Teonema 1.3.3 deduciamo the le geodetiche complete dee piano




























































































iperboliso sono semilinionferenze centrate sull asse x

lal 3li Siano Po o to e Pa oyn ponti del piano iperbolito som y y

Sia g una geodetiia completa passante per Po Allora Sono equivalent

i Po é ie punto di g pit vicino a Pa

ii y é la geodetica completa ontogomale ale asse y overo y é la semiciz

lonferena centrata in 0,0 e raggio yo

Dim Sia go Ca geodetica ontogonale ale asse y e di raggio yo Dai Emmi 1.3.1

e 1.3.2 sappiamo the perogni P mule go vale che

dins Pip log I log I dip PePo

Quindi Po é ie punto di go pit vicino a Pa

Pa

Poof
P

8

o x

Sia g un aetna geodetica tompleta passante per Po che forma on angolo

O I con Jo Mostriamo she esiste PEy tale che dp PPal c dp PrPo

Sia f mu Ey e sia oct ut ut eHye ie segment che

commette P e Pa Allora

earlo f TIFFT at Fifa log E

Facciamo variane Miu Congo y vicino a Po Osserviamo che per It




























































































u O abbiamo v yo e dg cot o in n o infatti

glut u FET dove so é ie lento di g

Yu us cot o

Quindi flap o
af coffd In partitolare siscome O I

esiste in punto P mu vicino a Po tale che

dup P Pi E lap o E Epp ro dip PoPal

dove of é ie segment the commette Po e Pa

1 4 Ite le isometric del piano iperbolico

Fimona abbiamo visto the tipi di isometric del piano iperbolico omotetie Fraser

zioni onizontali e inversion

Lemmalif The le mappe della forma

961 93,4 a b c d E IR ad be e

4121 Egg a b c d E IR ad be f

Sono isometric dee piano iperboliso

Dim Mostniamo the tutte le mappe y e y some sopra Sono composizioni di

Iraslazioni onizzontaei omotetie e inversion Questa é sufficient per

comiludere dato the composizione di isometric é un isometria

Sea to allona plz é la composizione di

181




























































































2h 2 3 2 E 21 1 122 2 at

Per ottemere 461 basta compore veteriormente com z f
Quando a 0 allona Cto allora y é composizione di

2 CIEL e z z 1

Per ottemere yal basta compose veteriormente ion e isometria ZHI

lemmal.GL Sia p un isometric del piano iperbolico tale the y iyl iy

per ogni y 0 Allora 4121 2 KE IH oppose p 27 2 KEM

Dim Sia g ie semiasse y con y 0 Per ogni iyE J Sia dy la geode

Tina passante per iy e ontogonale a j Siccome y é un isometria e

pliy iy E immagine y oyl deve essene una geodetia complete passan

te per iy Per ie lemma 1.3.4 per ogni y y ie punto iy é ie

punto di g pit vicino a iy Di tonseguenza it pliy é ie punt

di ply pit vicino a p in iy poiché y é un isometria

Per ie Emma 1.3.4 concludiamo che p fy dy

Ona se Pentiv E gy la sua immagine y P é un punto a

distanza d z P iy da iy appartemente alla geodetica jy Sono due

i ponti com tale proprietor P e utiv

Nee primo caso plz z e nee selondo caso plz Z Per

continuita tali formula valgono KE 1H

Lemappe y e y del lemma 1.4.1 si possono estendere per continuita

Sule asse neale ponendo It




























































































q IR a Ru a

x Etta xx I
I 1 a

a l E
e analogamente per y IR v22 é detto ie bondo ale infinite di Itt

Iqgmdjnf3_
le isometric dee piano iperbolico sono esattamente ee mappe

plz g
a b c d EIR ad be l

461 Eff a b sd ER ad be 1

Dim Abbiamo gid mostrato che ogni mappa di questo tipo é un isometria

Sia p un isometria arbitraria di 1H e sia y la parte positivadeee

asse y Siscome y é una geodetica complete anche plot co é per
ai sand una semicirconferenza Euclidea che intensela IR a in due

punti u v Orientiamo y da o a a e plot da u a v

Suppomiamo the mu s L isometria

4 2 Eff actu ul e a cER

manda u in O e v in a Quindi yo y fissa O e a

Di tonseguema C isometria yo y fissa j come insieme e me

preserva e onientazione Quindi y Uci it con too Rimpiazzando

a com f e c com ft possiamo fare in modo che y p il ie




























































































Quindi y yCiy iy Hy o e per ie Emma 1.4.2 4141211 2

oppose 4 plz E tze IH Nee primo saso

plz 4 2 III
Nee secondo Caso

yea y't E YÉ
In entrambi i nasi p é del tipo nichiesto

Se n o e argomento é analogo usando 4G if son ace

e se v a basta usage yal azza con ac 1

Osseniamo the ie gruppo di isometric di th che preservano e orientazione

si put identificane com PSL 2 IR tramite C associazione

461 2344 1 I ba EIPSLC2IR

Si verifica infatti faciemente che la composizione di isometric comisponde

alla moltipeilazione delle matric associate per wi la mappa definite

sopra é un isomonfismo di groppi

Def Classificazione delle isometric di 1H Un isometria y di Itt si dice

Coxodromica se y fissa esattamente due punti in IRU a

parabolico se y fissa esattamente un punt in IRU a

eelittiton se y fissa on punto in 1H

I




























































































Idk Ogni isometria plz 93ft com ad be 1 é loxodromic

parabolica eelittica o é e identita In particolare

i y é loxodromica se latdl 2 Im Tae saso esiste un isometria

y d it tale che yo pop é e omotetia z ti Xz so

ii p é parabolina se la di 2 e p id In tae saso esiste

un isometria y di Itt tale che yo yo y't é la traseazione oni

zontale z 2 1

iii p é eelitica se laid1 2 In tae caso esiste un isometria y

di 1H tale che yo yo y 2 205602 sin192
25in0121 ios ok

OE R

Dim Identifishiamo e isometria y com la matrice I ba le suo

polinomio carateristino é t at d t tf she ha D at d 4

i se latdl 2 allona ie polinomio sanatteristito ha radii reali

distinte m e f La matrice é dunque coniugata a fig
overo esiste y tale che yo yo y at Mfs MZ Xz

L omotetia z ti Xz ha esattamente due punt fissi o e a

quindi y fissa y o e y x

ii se latdl 2 ie polinomio lanatteristico e t e Siccome

p id Ca matrice é coniugata a f overo esiste y

tale the yo yo y 21 2 1 La traseazione orimontale

2 A 2 1 fissa solo a quindi y fissa solo 4 a

in se latdi 2 ie polinomio sanatteristico ha radii complete




























































































coniugate di modulo l overo della forma e'd La matrice

é dengue coniugata in Sica IRI area matrice

Esiste allora un isometria y tale che yo pot z

299144ft Per ionseudere basta pore 2 9 Osserviamo

poi che questa isometria fissa solo ie punt i E 1H dato che

2 25 51 as Eat za za sins 1,2
i

quindi y fissa solo 4 i

1 5 Trasformazioni di Mobius

Demotiamo com E E u 3 a ea sfera di Riemann Una trasformazione di

Mobius é una mappa q I I della forma plan Etf com

a b c d E E e ad be l Un anti Irasformazione di Mobius é una

mappa y É I della forma 4121 Eff con a b c d E d e

ad be 1

Liggett 19y
anti hasformazione di Mobius é composizione di

Traseazioni Z H 2 20 notazioni z eidz

e inversion z ti z

Dim é analoga a quella dee lemma 1.4.1 e fasciata per eserrizio

Of Le trasformationi di Mobius formano un gruppo isomorfo a PSL 2,6

associando pal Etta la matrile E ba HI




























































































Ina ee anti Irasformazioni di Mobius é important nicondare C inver

Sione Congo la circonferena C di centro 20 Ed e raggio R data da

4 2 Zo R'Egg WR Z R Kot p
IR Z Zo R

y manda ie punto ZEE nee punto sulla seminetta per to e z a de

stanza R d 2,20 da 20 Quindi y fissa tutti i punti di C e inverte

ie disco intemo con quello estero

i
c

461

É interessante osservane cosa succede se ie lento della cinionferema tende

a a Scriviamo z te'd e R t to e facciamo tender t ta

La circonferenza C tende alla netta passante per ie punto toe'd e

che forma un angolo di dot I con Classe x La mappa 4621 converge

a yal did It 2toeid che é esattamente ea niflessione Congo tale

netta Se interpretiamo le nette come circonferenze passant per a allora

ee nifeessioni Congo le sette sono esattamente inversion Congo circonfereme

passant per

Una anti Trasformazione di Mobius manda circonferenze
Proggiitffeemed E

I




























































































Dim Siscome ogni anti Trasformazione di Mobius é composizione di omote

Tie Iaseazioni notazioni e inversion Congo la circonferenza unitania e

ee prime tore mandano thiaramente cinionferenze in circonferenze be

Sta mostare e enunciate per plat

In coordinate polari la circonferenza di raggio R centrata nee punto

2o Reid ha equazione f 2rr cos O Oo f R2 O L inversione

4 manda un punto di coordinate polar r 0 nee punto di

coordinatef O quindi l immagine della circonferenza sorta prima

é la Curva di equazione I 2,1cos O Oo trot R 0

Se RI ro allora

12 29cos O Oo F R O

1 2rrocos O Oo r rotR O

F 2rrÉpzcos0 00 L pyi rERz
é ea cinionferenza di raggio Eep centrata in ftp.z
se R 1201 allora otemiamor zyq.gg che é una netta

overo una circonferenza per a

Inoetre e immagine tramite p di una netta di equazione r fast
é la una di equazione f foggy r 2rocos 0 00 che

é una cinionferema passante per e origine

PIoposizionet5se Sia plz Eff son a b c d E d Allora se cot I
abbiamo I




























































































decoct Efg
Dim Sia 264 20 Tv Allora

descul eat I hit the
L C
himof

a
gntigotd azo b Etched

t

Siccome ie differenziale di una trasformazione di Mobius é dato dacea

moetiplicazione per un numero complesso esso preserva e angolo e e onion

tazione Ira the vettori tangent mom preserva pero la momma Euceidea dei

Vettori

ILanormeiperbolic
Sia v E TH Definiamo la momma iperbolica di v come

HullHi g tut

Lemmatof Se y é un isometric dee piano iperboliso allona Ideally
Mullin per ogni VEIN

Dim Suppomiamo che y preservi e orientazione e altro caso é analogo

Possiamo sorivere plz 4th ion a b c d E R e ad be 1

Per Ea Proposizione 1.5.3 abbiamo che idea u gyp lol
Daetna parte

I




























































































Im19121 I Efa Etta I Etar YEAR
Dunque

lidaculllin go tut 2 Mullin

Preposizione tof Sia V E Ight e useTatti com 11411142 11411142

Allora esiste un isometria y del piano iperbolito tale she play 22 e

dy un V2

Dim Trasportiamo un nee punto 22 ion una traslazione Euseidea e sia d

e angolo Ira i due vettori lostottenuti

Scriviamo 2 xatiy e prendiamo c f sin f e d cos E tyg
sin E in modo tale the cart d e idk Siegliamo poi a be IR

Tali she ad bet

Sia p at ayyy e isometria di Itt costowita a patine da quest

dati Per la Proposizione 1.5.3 dez agisse moltiplicando u per

eid di conseguema v3 dyz.lu é paraleelo a us e som lo

stesso verso Sid 23 4 al e sa y un isometria di Itt

che manda z in 22 Dalla dimostrazione della Proposizione 1.2.1

sappiamo che possiamo segliere y in modo che sia composizione di

una omotetia e di una Iraslazione onizzontale In partitolare dye

preserva ie parallelism di vettori

Consideriamo allora I 404 Osserviamo the fan ca e le




























































































IF vet dye dye un dye us us perihé é un vettone in

Ian parallels a v2 com lo stesso verso e la stessa norma

Diciamo allona che ie piano iperbolito é isotropo

Oss Se y a b IH é c a Kati alena Epp r ily'tillmadt

HI






































dfjdeapadeeafnfoiad.pe
d centro o.o e raggio e definiamo

una Mouna so I B come

Mullis 2,2 IVI VE IB

Questa permette di definine una nuova nozione di lunghezza per wave

C a trait y a b 1B tramite ea formula

e y Sally'Allpadt

da wi poi si otiene una distania Ira due punti P QE 1B prendendo

e estremo inferiore delle enghezze di tutte le wave c a trait

she commettono P e Q Demotiamo com dip questa distanza

Propositioned Bidis é isometric a 1H dint

Dim Consideriamo la mappa I Itt 1B definita data formula

2 21.1 Osserviamo the 1 2 1 1 te E R e Ili o

per wi per continuita Itt E 1B Moline E é invertibile ion

inversa ECW
Dalla Proposizione 1.5.3 sappiamo the

Idf u Igp dIacull

if t.li Y
Iz iptl z ipz lol H tut

Mullins led



Da questo deduciamo che se y a b IH é una una c

a Tatti allora IGI é una una c a Tatti in 1B tale

che l p 8 lpz 8 Siccome questo vale per ogni curva come

clodiamo che d P Q day ICP Q UP QE Itt overo

I é un isometria Ira i due

modeeei.proizione2.2 Le geodetiche di 1B das sono archi di circonferenza

ontogonali a 5 013 e segment elide passanti per e origine

Dim Sillome Ea mappa I definita nella Proposizione 2.1 é un isome

Iia essa manda geodetithe in geodetiche Poiché I é una try

sformazione di Mobius per la Proposizione 1.5.2 manda circonfE

meme in circonferenze e preserva C ontogonalita Proposizione 1.5.3

Simone IR a 51013 ie nisuetato dalla lanatterizazione

delle geodetiche di Itt Teorema 1.3.3

Proposizione21 Le isometric di 1B dips sono tutte e sole ee anti

trasformazioni di Mobius della forma

461 JIA e 46 EET
Con lat Ipi 1
Dim Usiamo annona C isometria I introdotta neela Proposizione 2.1

Se f é un isometria di it alena Foyt E é un isometrigg



di 1B da Supponiamo che ga Ift com ad be f e a b

c d E IR Allora

E I'M 4515 1 5
e la tesi segue pomendo a flatib citd e p fl atibt
it d Vileversa scrivendo a Be dtib e a p a ie ion

a b c d E IR ogni mappa della forma Jeff com lat Ipl
e

si put soivere come Io of com y 2 Egg e ad be l

L argomento é identito per ee isometric anti lineari

Oss Identificando le Irasformazioni di Mobius com ie gruppo IPSL 2,6

ee isometric di 1B dips lorrispondono al Sottogruppo

EE taped tattie e sucre

dove

Sucha AE SLG E I Adiagle e A diagce 1

It



3 trigonometriaiperbolic
In questa sezione vogliamo derivare ee formula che legano la Conghena dei

lati e e ampiera degli angeli in un triangolo iperboliso Per quest conti

useremo principaemente ie modeeeo dee disto

Lemma3I Sia recoil aecona disco r log Itf e di conseguenza

r tanh Id or

Dim La geodetiia che commette OE 1B e re 1B é ie segment elided

jct t per te Cor Quindi

discor early rlly till dt If dt

flog JJ log In
Quindi Ey ed'd es e reef É tanh E

La Per ogni loppia di punt x yE 1B vale

e f gyp
sink Ide yy

Dim Si put verifinane ion un tonto esplicito the e espressione di sinistra

é invariant per isometric di 1B die Si ome lo é evidentemente

aniae e espressione di destra possiamo suppose che x o e y r o

a memo di appeilare un isometria Allora per ie Lemma 3.1

t.is ieypg Ei t htandnggg1p sinh fdnz.com

sinh Id x y
El



Sia T um Iriangolo iperbolito di ventilive.vz.usE 1B Demotiamo ion a b e c

ea enghezza iperbolica dei suo eat e com dip y gli angoli intermi come

in figura

Propositioned Prima legge dei coseni Per on triangolo iperbolito come sopra

vale
cosh a cosh b tosh al sinh c sinh b cos a

Dim A memo di isometric possiamo suppose she v1 O user o e

v se'd ion LE o t Per ie lemma 3.1 sappiamo che r tanh E
e nom Conti analoghi onthe s tanh E
Applishiamo Ca legge dei losemi eulidea ae triangolo di vertici vi usus

luzv31 rt 5 2rs os at

tanh E tanh I 2tanh E tanh f costal
D alta parte per ie Lemma 3.2 vale

IS V31
e nuance lust 1 5 12 sinh Idiscususl sinh z

e quindi

Ius ust 1 v46 5 Sinh E gq.co yysinh E II



Uguageiando ee due espressioni ottenute e moltipeilando per tosh E e

cosh E entrambi i membri abbiamo

sink E sinkE cosh E sink E costE
2sinh E sinh E cosh E cosh E cos a

Da qui si conclude usando ee nelazioni

sinh x I cosh 2x I cosh xl I cosh 2x I
2105haSinha sinh 2x

Sinh x tosh y sinh y tosh x I cosh2 1nosh211 1

Esposizione Legge dei seni in un triangolo iperbolico come sopra vale

stiff 5
41 sing

Dim Poniamo A tosh a B cosh b e cosh c Per la prima legge dei

cosemi abbiamo

sin yl 1 cos 8 1 E inhb

da ai

sin 8 sinka sinh b sink a sinkb AB C

AZ 1 B 1 AB CR

1 A B Ct ZABC

e quindi giggly 1 A B C't2ABC
sinh atsinkblsinh c

Si ome questa espressione é

invariant per permutazione degli angeli e dei eati vale eatesi

1241



Eop iione3 be Seconda legge dei loseni in un triangolo iperbolico come

sopra vale
cosh c cost

giggle
Dim Poniamo A tosh a B cosh b e cosh c Dalla prima legge dei

losemi abbiamo

Cosy AB C
sinhlalsinh b FEET

costa ftp esincal

VgEgtgecCosf 44.3mg e sinp VitzABc A B c

calikcT

Quindi sostituendo

1 94 41 1 14511.5 1

cosh y

Eop iione3 be Siano d By 0 tae che at Pt yet Allora esiste un

unito triangolo iperbolico son angoli intemi a p e y a memo di isometric

Dim Usiamo ie modello del semipiano consideriamo la geodetica data

dace asse y e la geodetica y passante per i the forma on angolo

B com e asse y Per ogni y ce sia inoetre Oy la geodetia

passanteper iy che forma un angolo y ion e asse y come in

figura
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Yn

8 i
B

I 8
iy
Yo

I

Quindi gy é ca cinionferenza di centro ycoto e raggio stg
Osserviamo che gy interseca y per y E yo e Sia dy e angolo

tra y e gy nee punto di intersezione si vede che

fit dy t f o e tinyay 0

Sitcome C angolo dy dipende ion continuita da y esiste un valore

Ice tale the dy d

Sia T on alto triangolo iperbolito di vertici A B e C e angoli

interni A a B B e C J Possiamo Trovare un isometria di 1H

tale she y B i e p c iy com yal La seconda legge dei

cosemi afferma che la lunghena dei lati é determinata dage angoli

intemi quindi si deve aver y T Gli act eat di pal sono

mesessariamente anshi Congo y e y dato che la geodetica passante

per un punto sole asse immaginario formando un dato angolo com Classe

y é unita Di conseguenza y Al gngy e path coincide com ie

triangolo costrito prima
I



Epo ione3tn Per ogni n 23 e at o tf it esiste um poligono regolare

iperbolito son n eat e angoli pari ad a

Dim Consideriamo ie poligono iperbolito ion vertici me punt Vetri retik
com re 0,1 Si ome la notarione evilidea centrata in O e angolo

It é un isometria di B dust quest poligoni sono regolani per ogni

r E 0,1 Consideriamo ie triangolo iperbolito Tel di vertici o refit e

re Gei angoli intemi me ventici reatikin e ret't In
some

congwenti e delta pert e ampiena per la legge dei semi abbiamo

sin perl sinhbasin Hn
sinhlacull

dove b rt disco re log Er e abl é la longhena dee

eat opposto a 0 Per la prima legge dei coseni

coshacri cosh b rt sinkb r ios II 1 55 GrosMn
1 ray

Quindi C angelo del poligono é ampio 2pm e varia con continuita

in recoil Ora

se r t 2pct 10 in quarto i vertici tendono a OB S e

ee geodetiche che formano i Cati some tangent Tna Coro in tali

punt

se r not aelona Area Trl 10 ma d ultra parte per una

degli esensizi Area Tal it It 2pct per wi 2pct left
Per lontinuita esiste recoil tale che Ber a some volto

1271



Pic in generale vale ie seguente nisultato che mom dimostreremo

Eoposiione3sn Siano da an E o it tali che ant an c n 2 it Allora

esiste on n gone iperpolito ion angoli interni de hn

Def Sia Xdl uno spazio metrico geodetic ea distance Tna due punt é

realizata dalla longhena di un unisa arua che commette i due punt Sia

8 0 Um Iriangolo geodetito T si dice 8 fine se ogni Cato dit é

Contento meee unione dei 8 intomi degli aetri due

teorema 3ge Ogni triangolo geodetic T nee piano iperbolito é log 1 52 fine
Dim É suffiliente mostrane che per ogni x appartemente a uno dei eati

esiste y in uno degli actor due lati tale she dupeyle log 1 52

Usiamo ie modello del semipiano e detti A B C i vertili di T

supponiamo the xE BE Consideriamo la geodetica passante per x e

ontogonale a BT Essa intensechera uno degli aetri due eati in un

punto P Supponiamo che PE AB Basta mostrare che esiste yEPB

Tale che dp THE log 1 52

pityIF O

c g
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Consideriamo Ca geodetiia compeeta y she ha some ponti ale infinite

quello deemaggio xp e del raggio xD La distanza tna x e y

é realiziata dae segment geodetico passante per x e ontogonale a g

Sia y ie punto di intersezione Ira tale segment e PB Alena

dp Yy E din x y Basta dimostrare quindi che in un triangolo

nettangolo com due vertini ale infinito e altena dae terro vertice é

lunga al pit log 1 52 A memo di isometric possiamo suppose the

i sia ie vertile intemo e i vertici ale infinito siano a e 1

Rimane da laciolare la distanza Ina i e la netta verticale v1

Sia p la nifeessione nispetto a tale netta allora

dye i x 13 Id p i 4C Id p i it 2

EGCI.CI EIEEEI
flog FgIz log 1 52

Lemma3f Siano a b c 20 Esiste un units a memo di isometric esagono

iperbolito netto con eat altermi di longhena a b e c

Dim Usiamo ie modeeeo del disto Consideramo una geodetica y e

due ponti arbitrani A e B su di essa Consideriamo ee geodeti

the perpenditolani a g passant per A e B Su di esse fissiamo

i punt A a distanza a da A e B a distanza b da B

Siano r e s ee perpendicular uscenti da A e B 121



Demotiamo con P e Q due punt ace infinito di r e s come in

figura Traciiamo poi ee perpendicular a y passant per P e Q

Siano T ed U i punt di intersezione e sia x ea distanza

ta essi

it tiii

Se x 0 allora r ed s sono vetapanaceele ed esiste on unica

Se X O P e Q coincidono per unicita della geodetila perpenditolare

a g per on dato punto Quindi Ca funzione f o a Co a

é monotoma crestente e ftp.flxl o Per lontinuita esiste un unito

X ECO a tale she fat c otlemendo dunque e esagono netto

cercato

Questa costouzione funziona fin tanto che aemeno due Ira a b e c

Sono positivi Se esattamente due sono zero ad esempio a e b

basta prendene un quaesiasi segment geodetito di longhezza c due

raggi geodetic ontogonali partenti dai suo estemi e la geodetiia

compeeta con gli stessi estremi dei due naggi
Se a b c O allona l esagono netto degenera a un triangolo

ideate overo on triangolo som tutti i vertici sue bondo ale infinite I



4 dellodelliperboloid
4 1 In dimensione 2

Consideriamo IR overo uno spazio vettoniale neale di dimensions 3 munito

di una forma bilinear simmetorica di segnatura 2,1

x y ay 1 242 5343

Sia D XE IR I c xx 1 x 0 Osserviamo che Co spazio

tangent a 9 in un punto XE D si identifica com lo spazio vettoniale

IT ye IR I x y O

Per invariama della segnatura Ca nestrizione della forma quadratiia a

Txt é definita positive txt 9 per wi possiamo definite una momma

pomendo

Hull Tus tu EI

Quest permette di definite una maione di Conghezza di wave in J e

di distanza doz tra ponti di 5 esattamente come megei aetri modeler

Teoremalf 93dg é isometrico a 1Bdoz
Dim Definiamo Ca mappa I 92 1B ottenuta in questo modo per ogni

XED I x é e intersezione Ira la netta passante per x e 0,0 1

e B visto come la paela unitaria nee piano 3 0 In forma

esplicita x Ig x x2 É facile vedere che I é invertibile

con inversa É Yt ya 11ps
Verifithiamo ona che I preserva ee more
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dIx u Icra
to

con yeol x e gCal r

I cosh tix sinhHu
to

L 4I I Y

per wi

deal Feet t FÉt É
Ilunga 14 3 Mulga

e possiamo ioncludere che f é un isometria

P osizione4.1.2 ie gruppo di isometric di 5 dye é

0 62,1 AEGLC3 IR CAV Aw cu Wo tu WE R AS I

Dim É chiaro che 012,1 E Isom 3doe
Per e aetna inilusione Sia p 0,0 1 E J e sia p un isometria

di 9 arbitraria Poniamo I 6 p y dep 1,90 e z dep 91,0

Osserviamo che la matrice A 412 x che ha per lolomme x y

e z appartiene a 0t 2,1 Vogliamo concedere che y A

Sia gE s arbitrario e sia y la geodetiia che commette p a q

Sia u ie vettone tangent a j im g e d d pg Sincome

A e y some isometric AG e plot sono geodetithe che commette

no x a A a e x a play Imoetre dptAca dgx y a d

Tutlavia i vettori tangent di Acyl e plot in x coincidono per
g



definizione di A Quindi AG 468 per unista delle geodetithe

passant per un dato punto con dato vettone tangente e di consequence

A a 419 Essendo q arbitrario A p

Ost L ultimo argomento di questa dimostrazione impeila on fatto molto

important e valido in generale meee ambito di varietas Riemannian

un isometria é determinata dae suo comportamento al primo ondine

Roposizione4.1 Le geodetiche complete di 93dg sono ee intense

Zomi di 9 com piani di IR passanti per e origine

Dim Simione Ce isometric di Edge sono nappe linear e agisiono tran
sitivamente mel piano iperbolito e sufficient dimostrare e enumtiato

per ee geodetiche passanti per 0,0e Ora usando e isometria

dee teorema 4.1.1 0,0 1 0 E B e basta mostrare she

se y c 1B é un segment evilideo passante per OE1B allora

y é e intersezione Ira D e un piano per e origine moline

siscome le notation centrate in OE 1B sono isometric possiamo suppon

ne che g sia ie segment onizzontale som y o Calioliamo

8 y o n 1B

o LEE SEE xec e.es

2 0 n Da

e otteniamo ie nisuetato volt
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t spagiperbolicon

dimensionatelemodeeeo dele iperboloide é particolarmente utile in dimensione aeta dato

che sia ee isometric she le geodetithe si desorivono faciemente tramite

e algebra eineare

Def le modeelo dele iperboloide dello spatio iperbolito n dimensional é

lo spatio methto

9 xe IR I xx 1 he o

dove x y x yet tiny Inayat munito della distance indotta dacea

momma su IS data dacea nestrizione di c s s su IT

La stessa dimostrazione della Proposizione 4.1.2 mostra she ie gruppo di

isometric di T dy é

Ocn 1 AEGLCntl.IR CAV Aw cu Wo tuWEIR ASIS

Def Diciamo the Sc J é un k sottospazio totaemente geodetiso se Sto

ed é e intensezione di D ion un Sottospazio vetoriale di dimensione Ktl

in IR

Oss Um K SottoSpazio Totaemente geodetito con la nestorizione della distanza

ambiente é isometrico a Jkdok Quest si vede faciemente prendendo

sottospazi coordinate e usando la transitivita dele azione di ot n n sui

Sotospati vetoriali Ktn dimensional di IR

Adatlando la dimostrazione del laso euclideo si put dimostrane BI



to a4.2.1 tn n é generato da nifeessioni lungo iperpiani

Geodetithe di 9 don sono dunque e intersezione di piani per e origine in

IR com 9h In particolare possiamo parametrimare fariemente la geodetica

compeeta passante per pts e com vettone tangent vetps

g t coshHptsinh Hu

Infatti g o p glo v e colt yet 1 per wi yet s e la

sua immagine é e intensione tra Sh e ie piano span pu moetre

jct jct 1 per wi se d d pa allora q old e

pig p g di op coshed p sinh d us cosh d

Abbiamo quindi on modo sempline per ialiolare Ca distama Tra due ponti

coshdgalpa pigs

Possiamo definite anshe in dimensione arbitraria la mappa I 3 1B

the associa ad on punto XES e interserione Tra la netta passante per x

e o o i e con la para unitaria meee iperpiano into La mappa I

definisle on isometria Tra 9 dj e B dip dove Ca distance in 1B

é indotta dalla momma fyptul per xt B e v EIB le conto é

analogo al caso bidimensionale

Geodetiche di 1B don some cinionfereme ontogonali alla sfera unitaria

e segment euclidei passanti per e'origine

Si put anthe definite on modeelo del semispazio n dimensional consider.gg



do It yE IR I in o mum.to della distanza indotta dacea momma glut
per vETylH

Def L inversione nispetto alla sfera di raggio R e centro to e la map

pa q IR IR definita da ya Not RGIII
PIoposizione4.2TL inversione nispetto alla sfera di raggio 52 centrata in

en o 1 seguita dalla nifessione nispetto ale iperpiano Into formisie un

isometria Tora IB dial e Midian

Dim In loondinate la mappa dell enunciator é

xp the in 11k2g a h e f xn 0 1

Vediamo the se 1 1 1
accord ei ultima coordinate di Ift é

Ian Ian 1 xn 1 0 se x en e Eleni a

Sillome o o it E H e I é un involutione lontinua

abbiamo the 1B IH

Resta solo da verificane che IldExculllan Mullion

dello HI Attu Exantussuns un 31gg cxm n

xnl1elldIxCulllmn11,1ft atty Ep

Ost D ona in avanti useremo It perdemotare on quaesiasi modeeeo dello

spazio iperbolico n dimensionale
132



Fi ftp.gjgeisometriedenosreipe.ba
Siccome 1h é omeomorfo a una palla aperta é naturale aggiongere una

sfera ace infinito in modo da ottemere uno spazio compato TH M u dah

Nee models del disco questo woe dine aggiongere a 1B la sfera unitaria

C é pero un modo pis intrinseco di definite i punt ale infinite e

compatificane IH

Def Sia g o ta n un raggio geodetito parametrinato per longhena

d arco Definiamo ie bondo ale infinite oath di Iti come e insieme

delle class di equivalenza di maggi geodetini nispetto alla nelazione

8mn82 se e solo se ftp.gtgfoactl.r.CH a

Rroposiziones 1 Nee modeeeo dee disco dam si identified ion la sfera

unitaria

Dim Ogoni raggio geodetico in 1B ha on punto estremo sulla sfera unitari

Dobbiamo mostrane che due raggi geodetic g e y hanno lo stesso

punto estremo se e solo se Sono mella stessa classe di equivalena

Facciamo questo conto mel modeleo del semispazio Supponiamo che g e

g abbiano Co stesso punto ale infinito A memo di isometric possiamo

suppose che tale punto sia a e i due raggi geodetini siano

y t xn the Ynet ga t ye ynnYnet yn xn

Entrambi i raggi sono equivalent a 1371



83A yaYa YanYnet

dato she

d 814,8 H log In usando Ca formula della distania

Vista per ie semipiano dato the ga e g Sono lontenuti in on

sotospazio totaemente geodetito isometric ad IH

41.8 1,8311 I lunge dove g é ie segment onmontale

jest sat 1 5 ya stunt l slynn net

e early Trintignant egg
Vileversa supponiamo the y e g abbiano ponti estremi distinti

A memo di isometric possiamo suppose the un punt sia a e e alto

Sia see iperpiano xn O Allora per ogni M o esiste to 0

tale che jactle in m e fact E xn f It to

Quindi d fact 8241 2 log rt e per e arbitarieta di M i naggi

On e ya mom Sono equivalent

Anche la topologia so Itt Itt u datt put essene definita in modo intrinse

co Per ogni pEOath definiamo un sistema fondamentale di intomi di p
come segue Sia g un raggio geodetiso tale che 8 p e sia V un

intomo di 810 EJ 1H Per ogni r o poniamo

U 8 Yr LCHI 2101 86 a lo EV t r U

Ex I 267 810 x o EV

le Sistema fondamentale di intomi si diene falendo variane V r e 1381



y meeea classe di p La topologia lost definita rende TH omeomorfo al

disco unitario come si poi verificane faliemente usando ie modello dee

disco

IE j t.in Iometniad iti.aeeoravaee esatamente una
delle seguenti

i p ha almen un punto fisso in 1H

in y nom ha ponti fissi in th e ha esattamente on punto fisso in dah

iii y nom ha ponti fissi in Itt e ha esattamente due ponti fissi in Oath

Dim Sisiome on isometria manda raggi geodetili in raggigeodetic ogni

isometria y si estende a g Itt It e tale estensione é continua

Per ie teonema del punto fisso di Brouwer I ha almeno un punt

fisso in IT Basta mostrane che se g ha Ine punt fissi PQ R

in 0,114 allora y ha un punto fisso in IH Sia r la geodetica

complete con estremi P e Q e sia s la geodetica ontogonale a r

com punto estremo R L isometonia y Cascia u invariante e di com

seguenza anche s per unicita Quindi y fissa ie punto rn s

Def Sia p id un isometria di IH Com niferimento al Lemma 5.2.1 diciamo

che p é eelitica se del tipo i parabolica se dee tipo ii e iperbolina

o eoxodromisa se del tipo iii
BI



On isometric loxodromica y fissa due punt pg E 0am e quindi preserva la

geodetica com tali ponti estremi Tale geodet.ca é delta asse dele isometri

Coxodromica Ca quale agisce per traseazione sue suo asse nee senso she

dunkyell din t 4171 per ogni x y appartementi ale asse

Def Sia pEOath Unonosfera centrata in p é una sottovarietas commessa

ontogonale a tutte le geodetiche uscenti da p

Ost Nee modello del semispazio ee onosfere ientrate in a sono iperpiani

onizzontali Le onosfere centrate megei actor ponti sono stere tangent ace

iperpiano ace infinite xn O Osserando get iperpiani onitiontali si vede faciemen

te the la distama indotta sure onosfere é un multiple della distance Evilidea

Le isometric parabolithe preservano ee onosfere

Def Sia p t id on isometria di Itt La lunghezza di traseazione di g é

d 4 Infundin Yeh

Diciamo the toeM realina la longhena di traslazione se d q draft441

Preposiziones21 Sia p id un isometria di th

i se p é eleittila allora dly o e la lunghena di trasearione é

realizata da un punto fisso di p

ii se y é parabolita allora d y o ma la longhena di traseazione nom

é realizzata

iii se p é loxodromic allona d y o e la lunghena di traslazione I



é realizzata da on quaesiasi punto sue suo asse

Dim i é ouvia

ii possiamo suppose che nee modeelo del semipiano ie punto fisso di

y Sia o Allora y manda nette vertical in nette vertilaei e

ie conto della Proposizione 5.1.1 mostra the din x yall o

se x 1 A Quindi d 47 0 ma chiaramente mom putessene reali

zato da XoE1H perihé sarebbe um punto fisso

iii sia g e asse di p e x E j L iperpiano totaemente geodetic

ontogonale a y passante per x é mandato da y meee

iperpiano totaemente geodetito ontogonale a y passante per pal

La distanza Ira quest due iperpiani é esattamente din x 61 1

quindi Ca enghena di traseazione é realinata da punt sure asse

ed é strettamente positiva

5 3 Convessitidellafunzionedistan

Risondiamo che una funzione f IR i IR é stretamente convessa se

f tu e t w ctfu it t t flat fu WE R Ute 10,1

Identifithiamo una geodetiia tompleta di 1H ion IR fissandome una parametrinazione

per lunghezia d ario

Eopesizione 5.3nl Siano y y c it geodetiche disgiunte La fumione

d gxy IR

Yy i dine t 141



é strettamente convessa molto d é propria se je g som pÉÉÉe

Dim Per nisuetati generali sulle funzioni continue e ionuesse basta dimostare

che d It HII c f dents d x2ya per ogni loppia di

punt xi y E y x y distinti Supponiamo the x x2 e demotiamo

m III e n MII Sia op e isometria di IH tale che

opp p e dop u V tuttpht L isometria I 6h06m preserva

Ca geodetla passante per m ed n quindi é un isometria loxodromic e

la sua enghena di traseazione é 2d n mint Siano Zi e xi

Osserviamo the

2dyn m n din m e m cdin xn Tal din xna

perthe x mom appartiene ace asse di t su wi é realizzata la en

ghena di traseazione Ora per la disoguaglianza triangolare

danagent f din xnyr t dinthen
e

din Zayn dwn on al on ya din x2 s

penile onyal ya e om al xn per wi z that onom al on al

Ma allora

dian tf II dianmn c fdin x2 E fdun n t damnlinen

E f dun xYe t Idan x2yal
come voleramo Se je j Sono vetraparallele allora d ammette minimo per ai

é propria

ILI



6 Letaiperboliche
6 1 Definition

Def Una varietas iperbolica é uno spazio topologiso M munito di una

distanza dm tale he Mdm é eolaemente isometrito a 1H din

over esiste una collezione di aperti Ua dette late Colali ed

isometric q Ua Va Itt

Def Uma varietas iperbolia M é complete se lo spaziometrito M doe

é geodetito ea distanza é realinata da una una e lompleto

Ogoni varietal iperbolisa M semplisemente commessa e completa

TEIFI'd mi

Dim Sia x EM e sia q U Ve th un isometria locale com XE U

come neela definizione di varietas Mostriamo the y si estende in

modo unico ad un isometric locale dev M IH

Sia yE M e sia x 0,1 1M un amo che commette x e y

Per tompattezza di 0,1 esiste una partizione O Toc tic the e

tale che x Etititis E bi e y Ui Vie 1H caste Cotatide

Ca definizione per ogni i o K l Possiamo suppose she Uo U

VocV e yo y Indultivamente su i modifichiamo y cosiiché

Y coincide com pi Sulla componente iommessa CicUi in Ui che

contiene act Per fare Cio motiamo che pi pi é un isometria

Ira aperti di Mt e quindi si estende a un isometria Ai di th I



per ai Ajoy coincide ion pi e su Ci Definiamo allora devly

p y Osserviamo che la definizione di dev y mom dipende da

messuma delle sceete fate
se cambiamo la partizione di 0,1 basta passare ad um naff
momento ionone per vedere the dev y mom cambia

se prendiamo un alto commino p che tommette x e y siciome

M é semplicemente ionmessa a é omotopo a p L immagime

dele omotopia é compatia in M per wi putessene nitoperta da

un numero finito di late eolaei Ui y Esiste inoltre N o

tale che ogni quadrato neela grigeia foxIn in 0,1 20,1

ha immagine tramite e omotopia contenuta in uno degli Ui

Modifithiamo allora le isometric y indultivamente in modo the

coincidano sole intersezioni dei loro domini mostrando dunque

che devly mom dipende da d e p
Per lostowzione dev M M é un isometric locale Siciome M

é completa dev é un nivestimento soddisfa la proprieta di solve
mento dei lammini Poithe M é semplisemente tommessa dev é

iniettiva e dunque é un isometria

La mappa lostowita neela dimostazione dee Teonema 6.1.1 é delta mappa

suieppante developing map

HI



6 rio6 la Oguin varietas iperbolica compeeta M é isometrica a MYP

dove McIsom H the agisce in modo libero e propriamente discontinuo

Dim Soelevando Ca distanza su M al suo nivestimento universal e applicand

ie Teonema 6.1.1 possiamo identificane isometricamente M ion te

Simone la distanza su A é ie soleevamento della distanza su M

gli automonfismi del nivestimento universale sono isometric di 1h

C é dunque un omomorfismo di gruppi detto nappresentazione di Ole

nomia hot Ty M i Isom1H Per costwzione M M m é

isometrico a Hyp dove M hot it Ml L azione di P é necessy

riamente Libera e propriamente disiontinua perché ie quoriente

In é di Hausdorff e Iti Iti r é un rivestimento

OI Sisiome C azione di MalsonHn so 1h é Libera P mom contiene

element eeeitlisi

Def Un semispario di Itt é la thiusura di una component commessa di

Mt H dove H é un Sottospazio totaemente geodetito n 11 dimensional

Def Uma varietal iperboliia com bondo geodetito é uno spazio topologito M

monitor di una distance dry tale che Mdm é localmente isometric

a un semispazio di Iti owen esiste una coelezione di carte pi U Vi

e Vi é un aperto di un semispario di IH

ICI



Oss Se M é una n varietal iperbolica com bondo geodetito allona OM

é una varietas iperbolia di dimensione n it

Tema Ogni varieta iperbolica complete sempeilemente connessa di

dimensione n é isometriia ale intersezione di semispazi di Mt son bondi

disgionti

Dim Possiamo definine la mappasuiluppante dev M 114 come nee

Teonema 6.1.1 L on a difference é che dev mom é pit sungettiva

Allora M é isometrito a dev M ie wi bondo é costituito da

Sotospazi di dimensione n e totaemente geodet.ci

6,3 1.4
Oguin varietas iperbolisa completa M com bondo geodetic

n una n varietas iperbolica completa N sema bondo tale che

N intMI é omeomorfo a OMX to a

Dim La stessa dimostrazione dee Conoleario 6.1.2 impeisa che M Mlp

dove M ch é e intersezione di semispazi e Palsom H agisie

in modo libero e propriamente disiontinuo Sia N M p s M

Per ogni PEOM Sia ypH la geodetiia parametrinata per enghezza

d arco passante per p e ontogonale a OM dinetta verso E estero

La mappa OMx to a N Int M é un omeomonfismo
pt 1 1 8pct

II



Le varietas iperboliche com bondo geodetic sono utiei perché possomo essene

incoeeate Ira Coro per produme nuove varietal iperbolithe Siano M e N

varietal iperboliche com bondo geodetito e sia y OM ON un isometria

Sia MuyN Co spatio topologito ottenuto quorientando e unione disgivnta

MUN per Ea relazione di equivalenza she identified p ion y p La varietas

MuyN é iperbolita basta increase Ina Como le tante di bondo di

M ed N sfutlando ie fatto che due sottospazi n t dimensional

totaemente geodetic in Itt sono isometrici

leak Um Sottogruppo r e Isom H agisce in modo propriamente disco

tinuo se e solo se Pc0th1 é disoreto

Dim Sia P disoreto Se e azione di P nom fosse propriamente disiontinua

esisterebbe un compatto Kc Itt e una successione y EP tale the

y k nk to ti EIN Allora preso pek d pgilp I 2diam K

ti E IN Per Ascoli Area la successione Ji ammette una Sottosue

cessione convergent yin Ma allona an Fino Jin E R e lonverge

a id E P contradilendo ie fatto che P é disoreto

Vilevensa se C azione di P é propriamente discontinue allora ider

é isolato aetrimenti una suicessione convergente a id E P mom

soddisfarebbela definizione di propria disiontinuita e quindi ogni

element di P é isolato cioé P é discrete

HI



I.gg t iti.nu es s

é ca sfera te numero g é detto gemere della superfine Possiamo healing

ne Sg topologicamente identificando lati di on 4ggono

L s

V 9 2

r r

Tramite una suddivisione baricentrica dee 4ggono otteniamo una triangolarione

di Sg son 2 vertici Gg lati e lg faire por wi X Sg 2 2g

Def Siano gibn EN La superficies Sgb é ottenuta da Sg rimuovendo

b pace disgionte e n ponti

lemma6.2TV Sgb.n 2 2g b n

Dim É sempre possible trovare una triangolarione di Sg in modo tale

she nimuovendo n vertili e la parte interna di b triangoli si

otieme una triangolazione di Sgbn Quindi Z Sgbn X Sg b n

teorema6.2.2 Ognisuperfic.ie commessa compatia orientabile é omeomorfa

a una Sgb Sgb per qualche g be0

Def un pantalone é ca superficies so
if



Eop ione6 LI Dati the numeri reali a b c 20 esiste un unico pantaleo

me iperbolico complete con bondo geodetito e core di bondo di lunghena a b c

a memo di isometric

Dim Per ie Lemma 3.10 esiste um esagono netto com bondo geodetito e

lati aetemi di lunghena I I I Incoelando due di essi Congogli
altri the lati otteniamo una varietas iperbolila omeomorfa a 50,3

com bondi geodetic di lunghezza abe

Sia P un pantalone iperbolito con bondi CaCa e Cz di lunghezza

a b c 0 Per compattezza esistomo ponti NE n e xzE a tali che

d x x2 d CaCa La distanza Tna x e xz é realizata da una

geodetiia y ontogomale a Ge Cz Allo stesso modo costwiamo le

geodetiche y e 82 Tageiando Congo ya 02,83 ottemiamo due esagoni

netti con lati aetemi di lunghezza a LCR e 83 Per ie Emma

3.10 Tali esagoni some isometric e dunque gli actor lati hanno lo

ghera Zbye
Se quaehe componente di bondo ha lunghena mulla per esempio a 0

Tronthiamo ie pantalone som un onosillo e Possiamo appliiane Ca

costrozione preledente a questo pantalone com bondo e momgeodetico

Le geodetiche ontogonali a C puntano verso lo stessopunto ale infi

mito per wi ya ya e g dammo un esagono degemere

1491



Ik6.2.4 Ogni superficie Sgbn com X Sgbn so ammette una metre

ca iperbolica complete con bondo geodetito di longheza arbitraria

Dim Se X Sgbn CO Sgb si otiene incollando 2g 2 btn pantalomi

m Ii EH 9
le nisuetato segue aelona dalla Proposizione 6.2.3

a2.5 Sia Sgb una superficies iperbolina completa Allora

Area Sabin 2tX Sgbn

Dim Delompomendo un esagono iperbolito netto in Iriangoli e applicando

Ca formula per e area di on triangolo iperbolito con dati angoli

intemi si vede faciemente the E area di un esagono iperbolico

retto é 4T 6 I it Quindi un pantalone iperbolito ha area

21T Siscome Sgb si otieme intollando 2g 2 btn pantaeoni

abbiamo Area Sg.by 2it 2g 2tb n 2itX Sgbn

Def Lo spazio di Teilhmieler Teich Sgbin di una superfine Sgbn é

e insieme delle metriche iperboliche complete con bondo geodetito so

Sgb a memo di isometric omotope ale identities

1501



Lo Spazio dei moduli di Sgbn é e insieme delle metriche iperboli

che complete con bonds geodetico su Sgb a memo di isometric

Sia m una metaila iperbolica completa su Sgbn Sia g 5 Sgbn
nom si autointerseca non ont

una geodetiia semplice chiusa e non potifoliatsia ÉIR fissato
Vogliamo lostruine una nuova metrica iperbolia so Sgbn che indiche

nemo com ME ottenuta tagliando Sgbn m Congo y e reinsoceando

i due pezzi dopo una notazione di angolo O Formaemente costowiamo

Mo nee modo seguente Prendiamo R O sufficientemente pillolo in modo

tale che e R intomo di g sia embedded e parametrizziamo e R into

no con Six E RR im modo tale che e't x E R R Sia ie segment

geodetito ontogonale a y e St o y sia una parametrizatione

di g Sia f R R s IR una funzione Cissia tale che ftp.p.pe o

e ftp.pyzpj Consideriamo allora la fumione data da

y Sx L RR SEERR yCe't s eittes I s

t
s

La nuova metorica ME é definita nee modo seguente coincide com m

nee complementare deee R intomo di g ed é ie pole back d m tram

te y sweet R intomo

1 62.6 Sia g una conva semplice chiusa mom periferica in una
gy



superfine iperboliia complete Allora y é omotopa a un unila geodetica

Dim Realizziamo la superfine come quoriente M M p di on dominio of

di IH con bondo geodetic per e azione di te Isom1H

C é una bigezione

class di coniugio in P wave chiuse in M

ottenuta associando a per la una causa in M data daela

proiezione di un arco che commette XEN e p x

Sia GE r e element comispondente alla chasse di coniugio di g
Osserviamo the y mom put essene un isometria eelitiia perihé e'azie

me di P mom ha ponti fissi mom put essene meanche parabolica

perché aetrimenti troveremmo wave omotope a j di lunghena as

bitrariamente pillola contraddicendo ie fatto she mom sia periferila

Quind y é loxodromic e dunque preserva una geodetiia di Itt

La sua proiezione su M é una geodetiia nella classe di omotopia

Libera di g

Supponiamo ona the ci siano due geodetiche a e a omotope a g

Per compatena esiste 20 tale che ogni punto di a é mosso di

al pit una distama C dace omotopia Soelevando al rivestimento

universale questo woe dire che ogni punto dee sollevamento I é

a distanza limitata da 2 Questa é possibile solo se 2 2

PIoposizione6tt La mappa di terremoto 1521



Eg IR xTeichSabin TeichSabin

Gm mf
é ben definita ed é un azione di IR su TeichSabin overo Eg 0 01 m

EgleEgOlm moetre Ey dipende solo dacea lasse di omotopia di

8

Dim Dae Lemma 6.2.5 sappiamo the in ogni classe di omotopia di curve

semplici chiose esiste un unila geodetica per una data metrica m

L unita ambiguita neela definizione di met simone allora neela

seeta della funzione f C R R IR Ma se scegeiamo un aetna

funzione I som ee stesse proprietor ea metrica ottenuta ing
differisie da mot per un isometria omotopa ale identita basta

prendere l omeomonfismo di Sgb the é e identita al di fuori

dell R intomo di g e sole anello manda e't s in

ei t f s Ecs s

Ey é un azione di IR in quanto motto motto infatti y

nimane geodetiia anche dopo un terremoto e quindi si proprem

dese lo stesso R intomo per compose due terremoti congo la

stessa curva

PIoposizione6.2fr Siano y e n due curve semplici shiuse momperiferinae e

Sia m una metaila iperbolita so Sgbn La funzione

IR Rt 151



O engin
é strettamente convessa e propria se nay to

Dim Sia no la geodetica omotopa a n per la metrica ME Supponiamo

che no intersechi y Trasversalmente in n o punti

Fissiamo R O sufficientemente pillolo e prendiamo un R intomo di

8 La geodetiia not put essene vista neela metriia m nee modo

seguente al di foon dele anello é una geodetiia per m e vieme

deviata di EI ogni volta che entra meee anello Sostitendo tali

deviation lisle com wave sperate come in figura oteniamo una

bigerione

geodetithe raise
rispetto a nor

geodetic spenate
nispetto a m

emir

EemC8l

Questa comispondenza preserva Ca lunghena delle wave

Passiamo allora al nivestimento universal in 1H Fissiamo un

sollevamento of di n e prendiamo ntl punt di intense ione ion

seativi ta n e i sollevamenti di g Sia tu e isometria

Coxodromila di asse h lorrispondente a n

is th t

tie N

ISI



Parametrizniamo ciaswn J per longhena d ario in modo the

e immagine di OER sia ie punto di intersezione ta Ne ji

Um sollevamento della geodetila spenata no parte da un punto

xi Xi Olyft E f e arriva ad on punto xzE F per poi

nipartine dae punto xl x2 Oft e continua lost fino ad

arrivare nee punt Ents Ffa E Inte
Se facciamo varicose i punt xi E f otteniamo varie geodetithe

spenate ma solo una di quest intersesa in arrive e in partema

F som lo stesso angolo e quindi nappresenta la geodetiia no
Tutte le alte wave si proietano a curve omotope a n per ai

auranno enghena maggiore di emg no mispetto alla metiia mo

Quindi

emf no min End xi offs Xin I xn a E IR

e Inte taxi
Consideriamo allora la funzione

y IR i IR

xnya Xn Tn Eg d Yi Xia

dove that Inca per la proposizione 5.3.1 y é strettamente

convessa e propria La funzione

Rax IR IR

xn.tn xnTn O s y x

é ionvessa ma la sua nestrizione al sottospazio H definite II



dalle equazioni yi Xi 0 181 é strettamente ionvessa perche

H nom é paraeleeo alea dinezione 0,0 1 Ma allora

O 1 lmg no III flax d
é strettamente convessa e propria vedi foglio di esercizi

corollario6LI Sia g una arua sempeile chiosa mom periferila allora

e azione di terremoto Ey é libera

Dim Se avessimo m not per quaeche O o la funzione O ieng n

sarebbe costante su not a EX Siegeiendo n home mella Propose

zione 6.2.8 questo contraddinebbe Ca stretta ionvessita di Eng n

Pit in generale possiamo definite e azione di tenemoto su una multicurva

M Jiu ugh overo sole unione di wave semplici thiuse disgionte mom

periferiche e a due a due mom omotope pomendo

Em IRITeich Sabin Teich Sg.br

Om my
dove mom EynonEgf.Q.n.ggEgfQm Nota che e azione di tenemoto

so wave disgivnte commute

CorollarioG2f Per ogni multionva M P azione di tenemoto é libera

Dim Se m my pen quaeche do On Ok o o esiste un indie

Ce i tale che dit o Si ripete allora e angomento dee

Conollario 6.2.9 prendendo a tale the un ji t d e 152



no 83 0 per y i

Def Un frame di Sgb é ie dato di due multicuve Me u taei see

i M é una delomposizione in pantalomi di Sgbn

ii s delompone ogni pantalone in due esagoni nett eventuaemente

degemeni Im v é permesso e uso di anshi che tommettono wave

di bondo o puntre

EI
Osserviamo she m é e unione d 3g 2b n 3 wave sempliti thiuse

di wi 3g bt n 3 interne te numero di wave o archi in u dipende

dalla partiroeare seeta di o

Definiamo le coordinate di Femihee Nielsen

IN TeichSgbn pgt2btn I p3g btn 3

m t em ri Oi

nee modo seguente Le prime 3g 2b n 3 coordinate sono le longhere

delle geodetiche per m omotope alle wave ji the lostituisionon

I parametri Oi indicano invece come i pantalomi sono intollati tra lono

e sono definiti solo per ee wave interne dim Per semplicita definiamo

On Sia x on arlo o Curva di o the interseca ya Soelevando 151



al nivestimento universale 1H i due pantalomi adialenti a g oteniamo Ca

figura seguente

a O

F
dove le wave verdi sono le unithe geodetithe ontogonali a f e f per i 2,3
Siano Qi ee intersezioni d Tali geodetithe con ji Sia si la distanza

com segno Ira Q e Qs dove s ha segno positive se Q é a sinistra

di Q2 moovendosi fungo la geodetiia ontogonale Ia Je e f verso Jr

Si pome aelona On If

Tggem
1 La mappa IN é una bigezione

Sungettivita per ogni er ezgtzbtn.gl possiamo usare la Proposing

me 6.2.3 per costwine una metrila iperbolina m com em ai Ei

Tale m aura parameter Oi Agendo ion un terremoto Congo M

possiamo variare tali parameter arbitrariamente sema variane le lunghe

Ze Infatti se m ha parametro Oi Congo ji allora m ha

parametro Oi toi Congo ji

Iniettivita se FN ml FN m a memo di agine ion on Tenemoto

possiamo suppose the IN m er ezgtb.tn3 O 0 In questo

Caso le geodetithe ontogomali alle wave di n si imioleano e 151



costituiscono una multicurva omotopa a 2 Allora Sabin you é

una decomposizione di Sgb in esagoninetti per entrambe Ce metrite

m e m Simone gli esagoni netti hanno lati aetemi della stessa

Conghena Sia per m che per m Sono isometrili e dunque ee due

metriche iperbolithe some isometriche

Of Neela dimostrazione del Teonema 6.2.11 é emerso quest fatto i

parametri di Fenichel Nielsen Sono tutti multi se e solo se i nappresentanti

geodetic di m e v sono mutualmente ontogomali

Vediamo ona un altro modo per lostwine stature iperboliche su superfici son

punture Sg ion X Sqn CO

Def Una triangolazione ideal di Sy é una triangolazione di Sg in wi

i vertici sono nimossi e comispondono alle n punture

lemma6.2TL Ogni superfine Sgn com X Sqn CO ammette una triangolarie

me ideal Imoetre se X Sgn K allora una triangolarione ideate di San

é costituita da 2k triangoli

Sia An Dan una triangolazione ideal di Sgn Sostituiamo ogni Di com

un Iriangolo ideale in 1H che é unito a memo di isometric e imioelia

mo i vari triangoli Congo i eat tramite un isometria che inverte e

orientazioneOHemiamo allora una stutuna iperbolita so Sgn com area Kit

I eat della triangolarione hanno lunghena infinita ma ee isometric usage



per gli intoelamenti mom some uniche é una famiglia ad un parametro

di isometric per ogni Cato La struttuna iperbolica so Sgn dipende da tale

Seeta Possiamo parametrimare tutte le metriche iperbolithe ottenute in

quest modo tramite le coordinate di shear Ogni Cato di un triangolo

ideal ha um puntomedio

4 1
le parametro di shear di é la distanza com segno tra i punti medi di

due triangoli ideal adiacenti

PIoposizione6.2TL Sia m una metrica iperboliia complete so Sgnottenuta

com la proseduna deseritta prima le suo nivestimento universal é isometric

ale intersezione di semipiani di IH com bondi disgivnti

Dim Costowiamo Ca mappa suiluppante dev Ft Iti nee modo seguente

La triangolazione geodetila di M Sgn m si solleva a una triango

Cazione geodetiia di Fe Scegliamo un triangolo della triangolarione e

definiamo dev in modo che tale triangolo venga mandato in on dato

triangolo ideal di IH fissato Estendiamo poi dev a tutor A prole

dendo triangolo per Iriangolo nispettando le coordinate di shear É

chiaro che dev rt IH costdefinita é imiettiva
II



Identifithiamo aelona M ion dev rt E 1H Sia XEON Ogni intomo

di x deve interselare infiniti triangoli della triangolazione per ai

esiste una successione di lati e tali che d ei x1 10 in modo

monotone decrestente Sicome e some disgivnti la successione dei lono

ponti ace infinito é auch essa monotoma e dunque convergent

Tali ponti determimano una geodetiia y tale che day o e

dunque xEy e ye0M Quest dimostra la tesi

Siamo interessati a metriche iperbolithe complete per wi vogeiamo lapine quae

condition impose sulle coordinate di shear in modo tale che la mappa

suiluppante sia sungettiva Sia v un vertile ideale della triangolazione e

Siano Da Du i triangoei in San adiacenti a v Siano da du le

coordinate di shear di tali triangoli relative age h lati usienti da u

Sia NCU um piccolo disto bucato in u attomo a v

La nestrizione della metrica a NCI é iompeeta see

a i
Dim Costriamo Ca mappa suiluppante nee modeelo dee semipiano some prima

mandando ie primo triangolo D in un triangolo ideale com un vertice

in a
NC

h 3
De r D2

II



Svieuppiamo i vani triangoli Dr Du e le Coro lopie Di Din

Sia p E PSLGIRI E unita isometria che manda Dr in Di Se dat dn O

allora i punt med di D e Ai sono alla stessa altena e dunque

y é parabolica Quind NC é isometrico ad on Ironcamento della

cuspide Hey che é completa
Se dit dnt 0 i pontimedi di D e Di sono ad aetezze diverse e

siciome E Fix pl p deve essene loxodromic ion un certo asse

A memo di postiompore tota la lostowzione con una isometria possiamo

suppose che tale asse sia C asse immagimanio e dunque plat edz

dove d dit du L asse immaginario é di arcumulatione per la mappa

suiluppante ma nom sta meee immagine dunque NCI nom é iompleto

covollario6.2tt Uma stuttura iperbolisa su Sgm é tompeeta se e solo se

dint din o per ogni vertice ideale della triangolazione

Dima Detti u i vertisi ideali Sg Y NCI é tompatta dengue compeeta

Di ionseguenza la stuttura iperbolita su Sgn é completa se e

solo se lo é su ogni NC e la tesi segue dae conoleario 6.2.14

Preposizione 6.2.16 Sia Mlp una superfine iperbolisa tompeeta con punture e

senza bondo Ogni triangolatione ideale di Mlp é omotopa a un unila

Iriangolazione idea geodetiia

I



Dim Tromihiamo le cuspid di Myp in modo da ottemere una Sotto

superficies I iompatta La triangolazione ideal di Ttip é tromiata

a una decomposizione in esagoni di I Soelevando al rivestimento

universal ciasium esagono ha the lati Congo onocice queeei

correspondentai Froncamenti e i lati intemi della triangolarione

collegano due onosilli distinti Tali onolisei sono centrati in punti

distinti di Ott e quindi determinano on unica geodetiia di IH

Questa proleduna fomisie una triangolazione ideale di 1H f invariante

che si proietta su Hypo ad una triangolazione ideal geodetica

omotopa a quelea iniziale

Le coordinate di shear formissono una divera parametrimazione di teiihfsg.nl

Sia K X Sgn e Sia Vc IR ie sottospazio di dimensione 3K n dato

da tutte le coordinate di shear di doe che soddisfano le n equation

di completera

Teorema6.2tt La mappa Sh Teich Sqn V che assosia ad ogni

metriia iperbolita complete ee sue loondinate di shear é una bigezione

Dim Per la Proposizione 6.2.16 Ea mappa sh é ben definita ed iniettiva

É sungettiva per la Proposizione 6.2.14
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6 3 Itinedi tiperbolishetramite inollamenti

In questa sezione spiegheremo home costwine 3 varietas iperbolithe complete

incollando tetraeds ideal miziamo a studiane gli invariant isometric di

un tetraedro ideal di th m tota la sezione useremo ie modeceo dee

semispario di IH e identifitheremo 0am com Cu 30

Sia T um Tetraedro ideal di th e Sia e ET un suo Cato Esiste

un unica isometric di th che manda i vertici di e in O e e un Toro

vertile in 1 e ie quarto vertice in ZE C ion Im 2 0 Tale z z et

é detto edge invariant di e Et

lemma6.3ee Sia T um tetraedro ion eat e e vertili o o d e zeal

Allora gli aetri edge invariants di T Sono

se en é ie eat opposto a ee z en zeal

ie Cato es di vertisi a e t ha zlea
pen

ie eat e di vertici a e z eel ha 263 2Gt
Wolfe valgono le relationi

2 ealzeatz ez f 1 z er z enlaced 0

Dim Sia es ie eat opposto a ez overo es é ie eat di vertici o e e

Sia g Ea geodetila ontogonale a ez ed es L isometria eleittiia y

she woke attomo a g di t soddisfa

4107 1 y 1 0 p at 2 plz a

quindi preserva T e manda e in e quindi z en 2 eat z

La trasformazione d Mobius 1641



4h II
nimormalizza ie eat ez mandando z in 1 Quindi z es y o f
Il nagionamento é analogo al punto preledente considerando la

trasformazione di Mobius y w w

Incolliamo ona tetraedri ideal I Tn Supponiamo che I e I siano incoeeati

Congo una faccia F CI e sia ene In un lato fungo ie quale auvieme

C imioecamento Rimormalizziamo I nispetto a e in modo the abbia ventini

in 0,1 a e 2 er Sia est ta ie eat imioelato a en Supponiamo the

e imioecamento awenga Congo Ca faccia di vertici O z eat e x Sia Fa CI

ca faccia imioleata a Fa Rimormalizziamo ie tetraedro Tz nispetto al Cato

ez in modo che I abbia vertici in O a e zeal Allora ie quarto vertile

si Trovera mel punto z ez z er Continuando questa proleduna ottenemo una

figura di questo Tipo i tetraedri sono visti dace alto e incoleati Eng
zcealzcent

e di vertin o e a

zeal
2Cestzleazley

e
z en z eny z er

teorema6.3TL Supponiamo che la triangolariome topologia protola una 3 varietal

topologisa M mom compata orientabile e sema bondo Allora Ca triangolazione geom

Irisa fomisse una stowtuna iperbolica se e solo se flail 1 e Zarghlegg



Dim M ha una stuttuna iperbolisa se e solo se ogni punto ha un intomo

is

isometrito a una para di Itt Sia p un punto sue lato e Se p

Ga un intomo isometrito a una para di It allora la somma

degli angoli diedraei atomo ad e deve essene 2T Tale Somma

é esattamente Eary ei Imoete e ultimo tetraedro si imioelaae

Viceversa se le equazioni Sono verificate e chiao che ogni punto ha

un intomo isometrito a una paela di 1H

Le equazioni del Teonema 6.3.1 Sono dette equation di insollamento La

varietas iperbolica M otenuta intollando tetraedri ideal che soddisfano tali

equation non é necessariamente tompeeta Supponiamo che rimuovendo on

intomo dei vertili ideal si otenga una varietas N con bordo torito incom

Ivedremo che questa ipotesi é sempre verificata meeee 3 varietas

iperboliche complete mom compate e di volume finito Vogeiamo determine

me londizioni suge edge invariant che garantiscano che la varietas N sia

completa Ironcando Ca triangolazione ideal che realizza M rimuovendo

um onosfera lentata me vertili ideal otteniamo una triangolazone di on

che per ipotesi é unione di Toni Lavoriamo separatamente per ciasana

lomponente di bondo Vogliamo definine un invariant assoliato ad ogni

classe di omotopia Ex E ta T Realizziamo Ex come lammino
4g



orientato di Ta A memo di omotopia possiamo suppose the a intense

Chi la triangolazione in modo monotone e trasveno Etithetiamo i

Vari vertici dei triangoli com e edge invariant dee eat dee tetraedro

ideal a wi appartengono come in figura

23 E

ti
22

Defiamo It a I ziti dove 2n en Sono gli edge invariant dei

vertili tageiati da n come in figura e

g ft
e se ie vertice é alla sinistra di a

I se ie vertice é alla destra di a

Usando le nelazioni Tra gli edge invariants mel lemma 6.3.1 s put

verificane che It a dipende solo dalla classe di omotopia di a

le Toro di bondo ha una strutuna Evilidea overo é

pi p dove r e un sottoguppo di teaseazioni se e solo

se H a H p I per generator aP E MCT
Dim Ogni triangolo della triangolarione dee too provieme due tronsamento

di un tetraedro ideale Congo on'onosfera Dunque ogni triangolo ha

una stonttuna Euclidean indotta dace onosfera Possiamo costwine la

mappa suiloppante e e olonomia p some abbiamo visto per ee

triangolazioni di superfine iperboliche Presa CDE tact e II



nappresentata Iramite on lammino orientato come sopra consideramo

e immagine tramite Ca mappa subppante di ognitriangolo intersecato

da 2 It finches mom rilompane un aetna copia Ti del primo
triangolo

La stessa costrzione si nipete per e alto generatone BE it Tjj j

le Toro ammette una struttuna Euclidea se e solo se le isometric pla
e plp she mandano It in I e Tf im Tf rispettivamente some

Prendiamo ie vetone I dinetto Congo ie primo Cato di th e della

sua stessa lunghezza Pensiamolo home vettone per e origine di R E

In riferimento alla figura Ca moltiplicazione per z manda J nee

vettone per C origine neela stessa dinezione e della stessa lunghen

del lato che It ha in tomume com Tat Moltiplicando poi per

25 tale vettone é mandato nee vetone com la stessa dinezione e

lunghezza del Cato in comune Tra Tz e Ts Quindi H a J é

ie vettone per e origine com la stessa dinezione e stessa lunghena di

Platt Ma aelona plat é una taseazione se e solo se H a

I



63.4 La varietas M e iompleta se e solo se ON ha una

stuttura Euclidea

Dim Osserviamo the M N é isometrico a ont to to Se ON ha

una stutuna Euclidea compeeta allona M si delompone in una parte

compatta N e una completa ON Costa per wi é completa

Se M é completa allora M M p Sisiome ON é iniomprimibile

igni 2 Eta ONI mom banale lorrisponde a un element Tae P Tat id

Ta mim é ele iso perihe e'atone di P su th é libera Ia nom

é loxodromic perihé altrimenti M mom sarebbe completa per lo stesso

argomento della Proposizione 6.2.14 Quindi Ta é parabolisa t a Etalon

mom bangle Ogni compomente ON CON si otieme quolientando un onosfera

per e azione delle isometric paraboliche in it ont che agisiono come

traseazioni Quindi ON ha una stoutuna Evilidea

64 EE ipedaslmplementaredenodoafigurad
Un modo k in s é un embedding f s 53 Um link é un unione

disgiunta di modi Due modi kn Kac s sono equivalent se esiste un omoto

pia h 53Coin I 53 tale she

he his it é un omeomonfismo Ute o e

ho kn ke

oh kn ka

Un modo k 5 put essene nappresentato da un diagramma in R otenuto 161



proietando K su un IR c 5C 5 Due diagrammi di modi sono

equivalent se possomo essene ottenuti e uno dace alto tramite

isotopic del diagramma

mosse di Reidemeister

X k o ft
e modo a figura otto é ie modo k s com ie seguente diagramma

Vogliamo mostare che s K ammette una strutura iperbolita complete

Immamzitutto vediamo the s k put essene ottenuta inioleando due tetraedri

ideal Possiamo suppose she ie modo giastia al di fuoridegli immoli

interamente sue piano loondimato xy in IR e in somispondema degli

indo ti vada un po sopra e un po Sotto tale piano Lontano dagei incroci

la parte intema dei due tetraeds cointidera esatamente con la parte

sopra e Sotto ie piano Xy Dobbiamo rapine come some fat i tetraedri

vicino age imac

ie segment Et lollega um Punto

E sopra ie piano ay a un punto

F Sotto ie piano xy
1701



Tagliamo Congo F in modo da ottemere
K

due segment EF e EF le tetraedro

Superiore vicino ale incrocio é la ponione

a as sopra quest digamma

gig
KMetre per otemere la porzione del tetraedro

inferiore vicino e incrolio tagliamo Congo E

e prendiamo la parte sotto ie diagramma

escludendo sempre K

Ripetendo quest procedimento per ogni innocio otteniamo

t.ES 1 É
parte superiore parte inferiore

Ricondiamo che la varietas a wi siamo interessati si otiene rimuovendo da

53 un intomo tubolare di ie modo k Agendo con on omeomorfismo

possiamo ionone le component di k in modo da ottemere i diagrammi

Fat

ÉÉ iI
I



Coelassiamo ona i bigoni Ft e If otemendo

Fi n f r F
Fi f ti

cc

II
xD

Rilondiamo the mel primo diagramma siano interessati alla negione al di

sopra del piano mente nee secondo guardiamo la regione al di sotto

Modifishiamo dunque ie primo diagramma in modo che ie tetraedro

comisponda alla negione al di Sotto di esso

o

Fi f f fit
I

É futile lonvimiersi che queste regioni sono omeomorfe a tetraedri ideali

Introduciamo mei diagrammi gei edge invariants ritardando che lati opposti
hanno invariant loincidenti

Fi fi h Ft ftD

I ÉÉÉ
3 I

171



Le equation di intollamento si ottengono moltiplicando gli edge invariants

di tutti i eat che vengono identificati

i 2423Wiwz 1

ii 2523WIN 1

Per ie lemma 6.3.1 se 21 2 allora 25 Iz e 23 221 Simiemente

se wit w allora wtf e wz tf Le equation di imioelamento

diventano allora

i E E a YE e

ta E femme e
equivalent

i z z 1 w w 1 I E WV 2 WEW 1 0

2 twIFwwF street
Vogliamo z e w com parte immagimaria positiva Pen ogni WE M esiste

un unite 2 EM the nisolve e equazione fin tanto che it
n
Rt

overo se w ftiy com y Tf
Per sorivere le equazioni di completezia determiniamo una triangolazione

dee toro di bondo

Fi f h ft
Izzy wi tow

23 I It



a

Prendiamo come generator di it t ee wave a e p in figura Oteniamo

G equation di tompletezza

i l H al 2305220323052205 IEA E z w

ii 1 It p Ziv v11 z wht W agg
w ft its

Quindi e unica seeta degli edge invariants che produce una stoutura iperbe

Cia complete sue complementare del modo a figura 8 é z w I if
Abbiamo allora dimostrato

t a6 lt La 3 varietal S K ammette una strottura iperbolina tomplet

171



7 Gruppituchsiani

71 EP
ÉÉgs jIsjgsfIisuetoeabeeiano selemma7tt

G contiene un isometric parabolic allona G é vie.co

Dim Sia AEG parabolito A memo di ioniugio possiamo suppose che

A fissi a E dah Tutti gli element di G devono essene parabola

Ci e fissure a per wi sono tutti della forma Sa 21 at a

per quaeche at IR Sia at inf a of sat G sincome G é

discrete a so ed é in realta un minimo Allora G Tas

Data un isometria Coxodromila S indichiamo ion Axest la geodetica

completa invariant per S

Lemma71.2_ Sia T un isometria Coxodromila e S un isometria tale che

S Ax T Ax T aelona detti ve us i ponti estremi di Axel

a se S ui Vi S é Cotodromila com lo stesso asse St Ts e

S T é cicero

b se sci v aelona S é eelittica di ondine 2 com punto fisso

so AxCT e Sts t per wi est é un gruppo diedrale

Dim a e argomento é analogo a queelo del Lemma 7.1.1

b a memo di comingio possiamo suppose che ta Xz per wi

Uy O e us a Le uniche Irasformazioni di Mobius che

invertono O e a sono della forma 5621 512 che IFI



Sono eleittiche di ondine 2 e punto fisso ib E Ax T

Si verified dinettamente che STs T

RroposizionettI Ogoni Sottogruppo disoreto di IPSLC2IR abeeianoe ciieiio

Dim I Emmi precedent mostrano che se un sottogruppo abeliano disoreto

conteme um element parabolito o loxodromic allora é cicero

Se contiene on element eelittico é facile vedere che tutti ge

actor element devomo essene eleittiti com lo stesso punto fisso
In quest caso quindi abbiamo sottogwppo di notazioni che é cillito

oppose mom discreto

Lmma714 Sia G c IPSLG.IR unsottogwppodisoreto Sia TE G

loxodromica e SE G parabolisa Allora S e T nom hanno punt fissi
in comune

Dim A memo di coniugio possiamo suppose che ie punto fisso comune

Sia a per ai T 2 Xz com x 1 e 562 etc

Osserviamo che Inst 2 X Xz c at the z n a

quindi G nom é disoreto

Oss La stessa dimostratione si appeira are al laso di T ed s

entrambe loxodromiche com un solo punto fisso in comune Quindi se G

é discrete e contieme due element loxodromic i Cono assi coimsidomoy



o mom harmo ponti all infinito in comune

Def Um groppo Fuchsiano é um sotogruppo discreto di IPSLC2IR Um groppo

Fucasiano si dire elementane se e cillino o e ie gruppo idiedale dee

Lemma 7.1.2

corollario7.1SI Sia G on sotogruppofuchsiano.se SEG e Coxodromilo

ed esiste TEG tale che T AX S Ax S allona G contiene

infinite isometrie Coxodromiche com assi distinti

Dim TAX S Ax TST per wi entrambi i ponti estremi di

T AXIS some distinti dai ponti estremi di Ax S per ie

Lemma 7.1.4 e osservazione successiva

Mostriano che e insieme S t Ax S formisie una famiglia

infinita di assi di elementi di G distinti Infatti se STAX S

SMTAXIS per quaeche nm EIN allona esisterebbe on minimo

roo tale che ST AXIS TAXES Aelona 5 fissa melessaria

mente i punt estremi di T AX S e quindi 5 fissa sia AXIS

she TCAXC.SI che hammo estremi distinti Questo é assundo

Lemma7.1se Sia G Furasiano e A E G Allora se B

E G vale c 0 oppose 10121 In particolare ltr ABAB 2121

Dim Consideriamo la successione definita da Bo B e Brite BnABñ

Um calcolo dinetto mostra che 171



Bn In Ban Ii Iana
Quindi ent cut file e se total abbiamo Cn o

Imoetre per induziome.si dimostra che lante nt lad per ai anen so

e ant 1 Quind Bn A contraddilendo ie fatto che G é discrete

Quindi Icl 1 Si caecola dinettamente the tr ABA B 2 2

ÉI gÉÉ iasiano Um sotoinsieme Raitt é un dominio for
damentale per e azione di G in M se

i g R AR p IgeG did
ii KE 1H IgEG tale che galER overo H yesgot

Richiediamo inoetre le segrenti proprieta

iii R é la parte interna di un poligono iperbolito convesso

iv yeggRl é locaemente finita overo Kk ch compatto C insieme

gt 4 I g rink to é finito

Teoremat21 Sia G un gruppo Fushsiano Allora esiste um dominio fonda

mental R per G the sodolisfa le proprieta i in

Dimostrenemo ie teorema costwendo esplicitamente un dominio fondamentale

che soddisfa le proprieta n iv detto dominio di Dinitheet

Dominio diDirichlet Sia z Eh Per ogni g id EG consideriamo la
ng



perpendicular af segment geodetito che commette Zo e g zo passante per

ie punto medio Tale geodetica suddivide IH in due semipiani Indichiamo

com Hgto ie semipiano che lontiene 20 Quindi

HgZo 2Etti I d 2,20 cd zg zo d dir

na72.2 Sia G c IPSLG.IR un gruppo Fuchsiano I punt ZE IH ion

stabilizzatore banale formano um aperto denso

Dim Mostriamo the pegFix gl é un insieme Colaemente finito Se nom

lo fosse allora esiste um compatto Keith e una successione gnEG

tali che Fix gn n k to Ma allona G mom agisce in modo propria

mente disiontinuo iontraddisendo ie fatto the G é discrete

QuindiGgFix g é Colaemente finito e ie complementane é aperto e

denso

Prendiamo To EM son stabilizzatore banale Ie dominio di Dinitheet di

Centro Zo é

Rio gf ltg20 ZE H d 2,20 d a g201 tg id

Mostriamo che R soddisfa le proprietor i iv

h Ra Rh201

Dim h Rao h 2 E H l d 2,20 c d zgaol tg id

heal EM I dCh z had edChal hgaol tg id

w EM I d w ha d w h g n'Chczo Ug id

WE 1H d w 460 c d w K h all Uk id Rhino
my



Proprieta i

Dim Se 2 RzonRyczo allona d 2,20 d 2 g201 e d 2 g20

d 2 g g zo d 2,20 Assurdo

Proprieta ii

Dim L insieme g 20 g EG A B 2,1 e finito penché G agisce in

modo propriamete discontinuo Esiste allona um elemento get tale

che d 2 g201 niffd 2 h20 Quindi d g 21 20 d g z gchled

htg Vogliano mostrane che g 2 ER Questo segue se mostriano

che se d w 20 d w Krol k id allona ie segmento geodetito

y che commette 20 a w e contenuto in R Sia at g w Allora

d 20 a d a w d 20 w d w K 20 K id Quindi

d 20 a d W K20 d a w d a k201 k id

L ultima disuguaglianza é un uguaglianza soltanto se a appartieme

ae segmento geodetito tra w e K 70 Tale segmento interseca y

solo in w quindi aE y w abbiano d 20 a c d d k 20 K

Quind g w R e g ER

Proprieta iv

Dim Sia K B 20R Se g ReolAK allona esiste z g Rio Ryno

tale che d 20,2 R Aelona

d g201,20 d 2g201 d 2,20 d 2,20 d 2,20 2R

perihé 2 Ryczo 181



Siccome gEG g20 nB 20,2k é finito ie risuetato segue

Proprieta iii

Dim Mostriamo the se K B 20 R ci some solo um numero finito di

perpendiiolani mella costrozione dee dominio di Dirichlet che intersecano

K Sia on la perpendicolare pasiante per ie puntomedio tra zo e

h zo Se we yank allona

d 20 h 20 d 20 w d w h Zo 2d 20w 2R

e solo um numero finito di hEG soddisfano la disuguaglianza

Sia B una palea apenta tale che RAB Aetna ORAB contiene

on numero finito di segmenti geodet i

Siscome R é chiaramente um poligomo convesso rimone solo do me

strane che R é apento overo RnB é apento perogni pallaapenta

B Se RAB allona HgAB Hg per ognigEG trammeae

pis um numero finito dig penché BC Hg tramme per ae pit um

numero finito di g Quindi

RAB Hg AB Hgn AHgn AB

quindi R é apento in B e anche in B

Empie Mostriamo she ie dominio di Dirichlet di IPSLC2TL

ientoiatoim2iEIH2eR R 2i zE1H 121 1 foreal of
Siano 21121 2 1 e 82621 1 Si vede faiemente the H2 81



ZEH I Rely of e Ha ji 26114 Real I

Zid pi g kite

12 112

le segment geodetico che commette Zi e yz 2i iz é e asse immaginario

per ai la geodetica perpendilocare passante per ie punto medio é ea semicision

feremia unitania lentrata meee origine Quindi Hz 82 a Eiti 12171

Sia F Ha on AHz Ji hHz 82 Allora R fights 8 E F Mostriamo the

R F Supponiamo che REF Sillome R é un dominio fondamentale esiste

Zo E F R e g id E PSL2,74 tale che g zo ER Suiviamo y 21 234
com a b c d E k e ad be 1 Allora poithe 1201 1 e Retro I

ICzotdl Eliot'td'tZiReczoed s et d ladle id tail't ladl t

Quindi Im8601 I pcIm20 D aetna parte le disuguageiane valgono

anche per j 201ER ae posto di zo e j al posto di j Otteniamo allora

Im20 a 1m8120 lmao che é assurdo

7 3 C zionedigreppituchsiant

Sia P un gruppo Fulhsiano e sia R un dominio di Dirichlet per P Supponia

mo che R abbia un numero fimito di lati Orientiamo i lati di R

Siano s e sa eat di R Diciamo she sa e sa sono identifilati se

78 E R id tale che plat sa e dinamo the y é un ident 181



ficazione tha i lati di R

I 7.3 tn Sia P un gruppoFuchsiano ed R un dominio di Dirichlet di

P Sia 83 e insieme delle identification tha i eati di R Alena

P Lois

Dim Sia n 28 Supponiano che t E n e tz RI é adiacente a

TICKI overo hanno un eato in comune Aetna tiot IR é adiacea

te ad R per wi esiste A tale the Tiotz 8K Is took

é um elemento di N Supponiano ona che est r e tz R interseca

TCR in on ventice Allora Tiots R intensea R im um ventile

µ v Sincome R é Colaemente finito Ci somesolo on numero

finito di copie di R com ventile u Quindi I put escene rollegato

a tiot CRI da un numero finito d copied R che condividomo on

Cato Per lo stesso argomento precedente tiotz th e quindi It

Sia X ntCRI e Y nn8R Abbianomostrato the ny
Chiaramente Xuy 1H Siciome R e localmente finito e y somo

chiusi Simone 1H é commesso 1H e y per wi n r

Vogliano inventine e enunciato dee Teonema 7.3.1 se partiamo da un poligon

geodetito di 1H Cocaemente finito e consideriamo ie gruppo generato dagei

accoppiamenti dei suo eati Sotto quali condizioni tale gruppo é Furasiano

Sia R un poligomogeodet.io convesso Colalmente finito di 1H Siano



i eati di R Supponiano che tutti i eat d R vengano identifilati Per

ogni ventine VER Ci somo due eat s e as com ventile v Indichiamo

com vis una loppia lostituita da um ventile VER e un lato SER con

VES Sia vis V s owero
aloppiacostituitadaeeostessoventiceedaeelaetroeatoadi.ac

ente a v Implementiano la seguente procedura

i Partiamo da una coppia Voso Sia g e accoppiamento che coinvolge

So e siamo 81 vo Un e g so 51

ii Consideriamo la loppia visa Sia g e akoppiamento trai eati

che coinvolge s e siamo 82 un V2 e 82651 52

iii Consideriamo la coppia V2.52 e ripetiamo la procedura finthé
unSn Voso

Del La sucressione di vertici no us unn Vn No otenuta com la

iostwione preledente e vo 00th é detoc ciclo eleittito L isometria

comispondente on08m1.0 _of é delta trasformazione associate aeciiloele.tt

co Diciamo che la trasformazione e um cillo acridentale se gno 0g id

Del La successione di vertici no v1 7 un Voottenuta ion la procedura

preiedente e not dam e delta cileo paraboliso L isometria comispondente

yn o on é delta Trasformazione associate de cielo parabolico

teorema7.3TL Sia R un poligomo geodetic ionvesso com um numero finito

di eati Sia 81 gn una collezione di identification tha i Cati di R

Siano En Er iciseieeeitti.ci e P1 P i cicli parabolici Supponiano eggy



i per ogniciieoeeetl.io E esiste myth tale che Ont do 2mg

dove dg some geiangoli intermi ad R mei ventili in Ey
ii ogni trasformazione associate ai cicli paraboliti é un isometria parabolia

Aelona P con 8n é on gruppoFuchsiano isomorfo a G age gn

If gl ids dove Tj som ee relazioni dei cite eeeticied R é un dominio d

Dirichlet d P

Dim idea Sia Rg to spario topologino otenuto prendendo una

copia di R per ogni gEG e quorientando pen la relazione

Rg x y E Rh see solo se esiste um generatore grtG
take the h ggr e y g G agisie so X pomendo g x h xgh
Sia j G D tale the y gi ji Lo spazio ammette una

naturale metila iperbolina indotta da quella su R Definiano la mappa

µ X 1H come 4 x g x se E Rg Osserviamo the y

é equivariante mee senso che y g xb1 914 x h Si porverifi

came the la condizione sui lili parabolic implica the Ca metrica

so X é completa moke é semplicemente commessa e y e un

rivestimento surgetivo Quindi y é um omeomonfismo

Simone C azione di G su é propriamente discontinua per tomildere

she P é Furhsiano basta mostrane che j G P é um isomorfismo

Se esistesse he4 tale the jch id allona e immagine tramite µ

di on commino α the collega xo id e x h e um commino chivso

in 1H e quindi omotopicament banale Sollevando e omotopia a 1852



oteniamo una famiglia di ammini α's com α α e dobanale

Associamo al commino α una parola eds mei generator go gr

nee modo seguente se α atraversa due regioni adiacenti Reg e

Rg allona gig g ed associamo ad α ie prodotto dei generator

Cosi otenuti ogni volta the α atraversa due regioni Sillome α e

ie commino banale eldo id E G Nee conso deee omotopia e αs

cambia solo se α attravensa um ventice per una delle relazioni J
Pen induzione e α e il prodotto di relazioni I Pen costwzione

h eat e quindi h é banale in G

Se FC PSLAIRI é Fulasiano poiché la sua azione potrebbe mom essene libera

ie quoriente 111 mom é propriamente una superficie iperbolina penthe Ii

somo ponti che hammo intomi isometrili a una palla di 1ft per e azione di

uma notazione di angolo com me IN 10,1 Disiamo che 1H p é um orbifold

Def La caratteristila di Eulero di um orbifold 0 omeomorfo a una superfine

Sgn e com singularita comiche di angolo 2 per 1 1 K é

6 2 2g n II 1
Proposizione7.3se Sia 0 on orbifold iperbolito come sopra allona

AreaO 2 17011

Dim Sia S O um rivestimento ramificato di grado d tale che s é

uma superficie iperbolina Tale rivestimento esiste per la teoriadeff



superfici di Riemann prendendo D mom mg r e s tale

she S r d Sqn k formula di Hurwitz

Alena 21T S Area S dArea O

Basta quindi mostrade che 5 dlycoll Prendiamo ima triangolatione

di 0 in wi i ponti singolari somo ventici Allora

O v etf 1 f e 1m

5 v de df

e ea tesi segue perché d 1m v

Eempio Studiamo ie quoriente 1H p dove D IPSLC2TL Abbiamogia

Trovato un dominio fondamentale di P

It va i

It if v2 a

α α

Pen evitone the um eato sia identifilato com se stesso introduliano um muovo

vertice v4 i nee punto medio tra ve e v3 Le identification dei eati somo

81621 2 1 e 826 1 Calloliamo ciclieleitti.li

Er v1Sn Js v352 f v353 un54 J 4,51

Ez v453 4,54 f 04,53

Le trasformazioni associate some T 8208 e Tz 82 holtre De e

Oei T
C é solo um ciseo parabolito P vz.sn f 2,52 f 02,51 com trasformatify



me associata ya che é parabolita Le ipotesi del Teonema 7.3.2 somoverifila

te quindi D 81,821 82 8182 id's e una presentazione di IPSL 2,2

Ie quoziente é um orbifold iperboliso omeomorfo a 5 p ed area Area X

2H XCHI 2T 2 1 1 1 2T I I

I 1 25

Empie Consideriamo ie seguente quadrilatero com identification dei eati date

da g 2 3 e 826 It
up

54 as

vn 1 4 0 V3 1

C é solo un cielo parabolito

P V1.51 v453 f v4s f v352 f v353 f
v25 f v2.52 f v154 f un n

La trasformazione associate é 8162282 che e parabolita dato the

X X II aatrac.az

Le ipotesi del Teonema 7.3.2 somo verificate dumque T con827 é Furasiamo

e 5 11 é una superficie iperbolia com 5 0 2 1 1 S é un

Ino com una puntura 1881



Def Sia M una n varietal iperbolica e sia pEM le raggio di imiettivita

inplMl di M im p é e estremo superiore degli roo tali che Bm Pir

é isometrical a una para di th di raggio r le maggio di imiettivita

di M é inglml ipnfminspMl

Propositioned Sia M M p una varietas iperboliia completa allora

in M I ftp.siddt
dove d y indica la lunghezza di trasearione di g

Dim Sia it IH 1 M Ea proiezione al quoriente Dato pen e aperto

Bmlpr qEMIdm paler é una para se e solo se I Bmlpri

é e unione disgiunta di palle di raggio r Quest é possible se

e solo se ogni loppia di ponti di it p é a distanza almeno 2r

Daetna parte i ponti di pl si ottengono fissando um sollevamento

pE M e agendo con j E P Quindi

insp M I int day f 8 fl yep lid pet pl

e

ing m pint in p M fingerzigs
per definizione di longhena di traseazione

corollari 8.1.2 se M M p é compatta allora P ha solo element loxodromici

Dim Se M é compatia in M 0 181



8 2
diargulislemma8.2.1

siaGCGLG.CI on sottogruppo di Lie Esiste um intoomo U

di Id GLCn.cl tale che ogni sottogruppo discreto di PCG generato da

elementi in U e m potente
P eM T.PKn 70 t.i.fr gid

Dim Considera Ea mappa E 4 4 G
g h to ghg'h

Sillome
gxg.az I i gag

e ie differentiate di meeeidentita

é zero Possiano trovane um intomo U di Idea take the i luxu

é Lipschitziana in Ciascoma variabile

Esiste allona um intomo VCU tale che U U 0,0 CV

Ora se r e generato da ceti element s legeiene v

tale che Uhr e e quindi sn skit U abbiano che

Est Es skit EVnP Ze siccome he

element di questo tipo Me e e r é milpotente

Lemma di Margulis In ogni dimensione n 2 esiste una lostante Enso tale

E1H Ignigruppodiscreto Folsom1H generato daelement the spotano

ad una distanza mimone di En é virtuaemente milpotente ha um sottogruppo

normale di indite finito che é milpotente

Dim Pen ie lemma preledente esiste on intomo U di Id E Isom1H

tale the ogni sottogruppo discreto generato da element di U e nilpotent

Sia Ve pE Isom 1H damn x 961 E Ae variare di Eso E



quest insiemi formano on Sistema fundamental di intomi di Stab x

Simone Stabat 0cal che é compatto esiste moo tale she Gx é

ricoperto da m traslati di U Siegliano 70 in modo che Ve sid

contenutome.ee unione di quest in Frascati Sia En Em

Supponiano the um sottogruppo discreto P sia generato da element syEVe

le sottogrippe to generato da element in PAU e nilpotent quindi

basta mostrane the Fu ha indise m in P

Supponiamo perassurdo she P To m Sia ri ie numero di ilass

lateral nappresentati da elementi di P che some prodotto di al pii i

generator so Sinnamente rest e se ri rit allona ry ri Uzi

Quindi mom m 1 per wi ci some mtt elementi distinti in Venn

Umen Ve che appantengomo a m class eaterali diverse Ne niussiano a

trovane allona due g ed h che appartengomoaeeostessotrasea.to d U

che nicopre Ven Ma allona gh Pnu ru contraddisendo ie fatto

che stiano in lassi lateral diverse

Def La costante di Margulis é la costante En per wi vale ie lemma

Dato Pelsom1H discreto indithiamo com real ie sotogruppo generato dage
elementi di P che muovomo di ae pii E Quind renal e virtualmente mi

potente

C rio8.2.2 sia PcIsom1H't un sotogruppo discreto the agisie in modpy



generatodaparabolisio loxodromic comstesspuntfiss
libero Aelona pen ogni 1H ie sotogruppo renal e banate o elementane

Dim Sia He renal um sotogruppo nilpotent di indite finito Se H e

bonale allona P é finito e quindi é banale mom ha eeeitt.liperine

P agisse in modo libero e i foxodromili e paraboliti hammo ondine infi

mito Se H mom é banale allona ha centro mom banale e quindi

tuttigli element di It hammo get stessi punti fissi Siciome It e
discreto It é elementane e anthe renal e elementane

8 3 Decposizionethin

thickvedi.amo ona le consequence geometriche del Lemma di Margulis Sia En o

ea lostante di Margulis Definiano Meena come e insieme dei ponti com

naggio di imietlivita di almemo Tale insiemesidi.ie parte thick di M

le complementane Mcgen ten e delta parte thin

Teorema8SI Sia M una n varieta iperbolica completa La parte thin d M

é e unione disgiunta di intomi steelati di cuspid e geodetiche semplin

chiose di longhena En

Dim Scriviamo M 1H p Pen ogni YEP definiano

Sy E EH I dunlxpal E clH

La parte thin Mcgen é ie quoziente di

5 EH IgE P id dancex1 x En Yep se En

Sy E e un intormo steelato centrato in peonth se a e parabolito

che fissa p oppose in una geodetia y se a e Coxodromila 192



com asse j

Supponiano che ESyEn nSy En Per ie Lemma di Margulis y Y E

ren x quindi 4,4 some entrambe parabolite com to stesso punto fisso o

Coxodromiche com to stesso asse Quindi ogni componente commessa Socs

e flumione di Sycent al variane di g im um quaeche sottogruppo

elementane massimate To So é e unione di intomi steelati ientrati

mello stesso punto pEdatt mella stessa geodetila gallth Quindi
So é stellato

Ie groppo P preserva S e le isometrie she preservano So somo queele

in Po quindi Mcoen S
p e unione di intomi steelati di cuspid o

geodetiche sempeitichiose

corollario8.3.2 se.no 3 e M e una n varieta iperbolina completa orientata

Allona Mgen consiste di cuspidi o R intomi di geodetiche

Dim Basta mostane che Sy E é un R intomo di una geodetica o una

oropalea per ogni Eso

Se p é foxodromila com asse y la quantito damn x y x1 onesie

se dinn x y onesie quindi Sell é un R intomo dig se nom voto

Se p é parabolita com punto fisso pf datt allona a agisie home

on isometria di R so ognionosfera centrata in p Siciome n 3 e

y mom ha ponti fissi e preserva e orientazione la sua atione su

un onosfera é una traslazione Quindi damn x yall dipende sology



dale onosfera a wi x appartiene e Syce é una onopalea

cordlario8.3.3 S.am una n varieta iperbolica tompleta Le geodetithe

chiuse di longhena En Sono semplisi e disgrunte

Dim Tali geodetiche some mellaparte thin che ontengomo solo geodetiche

semplici chiuse

Prepositions Uma varieta iperbolica completa havolume finito se e solo
se la sua parte thick é compatta

Dim Se la parte thinkmom e compatta allona esistomo infiniti punt a

distanza E e una dace aetro on E En Palle di raggio

in quest punt somo embedded disgionte e hammo to stesso volume per

ai la varieta ha volume infinito

Se la parte thick e rompatta allona ha volume finito La parte thim

é contenuta in um numero finito di onopalle e R intomi di geodeti

che che hanno volume finito

Cri8.3 Ogni varieta completa M di volume finito e omeomorfa alla

parte interma di una varieta compatta N com bondo Moetre ON ammette una

struttona piata In partiiolare se M e orientable di dimensione 3 aleona

ON e lostituito da toni

Dim La parte thick di M é rompatia e la parte thin e costtuita.gg



un numero finito di intomi steelati di aspidi o geodetithe thiose ogne
no dei quali son bordo tompatto L intomo di una cuspide iontieme

una cuspide pitpiccola 7 20,1 dove x é una varietas piatia thiusa

le complementare in M di quest wspidi é compatta é ottenuta dalla

parte thick aggiongendo un numero finito di intomi di geodetithe naive

e una porzione compatta degli intomi delle wspidi La varieta N

si otieme compatifilando le cuspidicom Xx 0,1

HI



9 Quasiisometric
Def Siano Xdx e tdy spazimetrici Disiamo che f X y é una

quasi isometria se esistomo lostanti Cy 220 tali che

dx x x2 a dy flat flat Cadx x x2 a

pen ogni x x EX ed esiste Cso tale che dy fat y E C yEy

Diciano che f X y e una pseudo isometria se esistomoce.cz otaei

che
dx x x2 a dy flat flat Cadx x x2

per
ognixyxzEX.Prposizione9

tn Sia f M N un equivalemia omotopia Ciscia tra n varieta

iperboliche chiuse Ogni sollevamento É 1H 1H di f é una pseudo isometon

Dim Sia g N M C inversa omotopila di f Possiano scegliere soleevament

ge I tali the of_idan Sicrome M ed N somo tompate f e

g somo C Lipshitziane to stesso vale per É e g
Simone M é rompatta e omotopia tra got e idm sposta i punti di
al pii K Lo stesso vale pen i sollevament f e g per wi

data x2 2K dµ g Écal g Eal ed i É a f al

per ogni a XzElH Quindi I é una pseudo isometria com a 2

lemma9se Neela figura qui in basso cosh x fog
TAI

8
191



Dim Usiamo if modello dee semipiano A memo di isometrie possiano supporre

che x i La geodetiia r é parametriziata per eunghena d arco da

ret iet L isometria yet If manda r in g e fissa i

quindi get e una parametrization per lunghena d arco di

y Sia s ditplx.ttxl Aeeonax

iefIsecosoImlxI Im iEes 2 Ees athist

lemma9se Sia roth una geodetica completa Sia it 1H r la proierione

ontogonale so r Allora

EYE Toshlainert

Dim Dae lemma preledente coshdinnarl ftp.osserviamocheIIH
Ker Ux dove Ux é la dinerione ontogonale a g in Quindi

EYE
n

coso

Lg4 Sia f 1H 1H una pseudo isometria Esiste R O tale she

f Opa C NROfplflal

per ogni pigElH dove 8 é ie segmento geodetito che commette e y

Dim Siamo C e G G costanti mella definizione di pseudo isometria

Fissiamo R tale the cosh R 2C Sia y la geodetic completa the

commette f pl e f g Sia yrsCgpg ie segmento geodetito massimate

tale che f yrs é disgiunto dalla parte interma di Nr 81 1971



C i

Siccome f é G Lipshitziana ie commino be ha longhena di ae pii

Cadinner Ie commino verde ha Cunghena di ae pio 4,414T
Quindi damn fat fat

yp
din vis 2R Di consequema

fducrist a damn flat flst
yp
din vis 2R

da ai

a r
dinner's 2R Ca dinner.si M

per una costante M dipendente solo da n e Cz

Questo mostra che f rpa put uscine da NR8 solo in sottosegment

di longhena al pii M Quindi ferpal é contenuto interamente in

Nrtc.MG dato the f é ca Lipschitz

Rimane da mostrane the flypal e contenuto im um intomo di Ofplfca

flpl

enfy pro fadrjffEfecnse2r

Ripetendo to stelso ragionamento simpianando NR81 com Nr ofpittal

Vediamo che f rpa rimane al di fuori di Nri ofpifia per at pii
Sottosegmenti di jpg di Conghena 2GR Cicz M e quindi flopal

é interamente nontenuto in NR Ofplea com R Cam Ca

191



LemmagI Sia f Iti Iti una pseudo isometric Esiste R o tale che

per ogni pen e ogni maggio geodetiso opuscente da p esiste un unito raggio

geodetico yep usiente da fpl tale the

flop C NRCS'fpi

Dim Parametrizziamo op per enghena d arco jp to to H com yp ol p

Sillome f é una pseudo isometric

dwn f pl float I dan p841 G I to

Sia VEETfpItt ie vetone tangent unitario she punta verso f yal
Dae Lemma 9.4 la famiglia ut converge per t a a um vettone

unitario VETfpM Sia jeep ie raggio giodetico usiente da f pl e

in dinezione v Allora flop E NRCO'fpi

Roposizione9sc Sia f Itt Itt una pseudo isometric Allora f si estende

ad una mappa Of Otti Jlt iniettiva

Dim Ricondiamo che dit ionsiste meeee ceassi di equivalemia di maggigeo

detici dove due raggi geodetic sono equivalent se rimangono a di

stanza Cimitata Usando Cemotationi del Lemma 9.5 definiamo

of Cyp Ifip La moppa é ben definita perché se g e g

Sono raggi geodetic a distanza limitata allora anche offal e

of a Sono a distanza Cimitata L iniettivita segue due fatto the f

é una pseudo isometria

191



LemmagI Sia f M i 1H una pseudo isometric Allora esiste R o tale she

perogni geodetia completa y esiste un unisageodetia complete y tale che

fly CNRG

Dim Parametrizniamo y per lunghena d arco g a a R Tagliando

g in y o oteniamo due raggi geodetin mon equivalent ga e ya Sia

g e unila geodetiia complete asintotila a of on e of o Allora

per ogni too

fly Et t CNR JettifCH

per ie Lemma 9.4 Facendo tender t a si tiene la tesi

lemma9SI Sia f H Itt una pseudo isometric Esiste R o tale che per

ogni geodetica tompleta y e iperpiano totaemente geodet.io It ontogonale a j

P immagime f Hl si proieta ontogonaemente so y in un segment di lunghena

ae pit R

Dim Sia p ghtt e sia s una geodetiia in H passante perp Sappiamoche

esiste R o ed esiste una geodetica s y tale the f s Nrcs't
sa s

cX I j

Dae Teonema 3.9 Ca distanza d Ina p ed si o sa é universal



Per definitione y s s ed sa approssimano fol fol fol e flat a

memo di un erose pari ad R La proierione q di f pl su g é a

distance di al pit R da f p Quindi

datasi s dance fpl t d fpl si e Rt dyn fpl f sat t dyn f sitsit

E 2Rt CadanpSa 2R Cid

e simiemente dian q Sj E 2ktCad Di conseguenza

din 9 m e dun aSn t din si m E 2Rtced t d E 2Rt Cate d

La proiezione ontogomale so y manda allona s in un segment di Anghena

al pis 4Rt2 catald Sissome festE Nrcs l anche ea proierione di

f s é un segment di enghezza limitata indipendente da s

PIoposizione9TL estensione I It é continua

Dim Sia x E dah e sia offal la sua immagine te punto x e nappresente

to da un raggio geodetic y e off da un raggio geodetic y

Sia S on semispario ontogonale a y L immagine fly e a distama

al pit R da y quindi per t sufficientemente grande fly itll e la

sua proiezione so y Sono lontenuti in S a distanza almemo R dae

bondo di S Per ie Lemma 9.8 C immagine f Hel dele iperpiano

Totaemente geodetito ontogonale a g in yet é iontenuto in S per t

grande Quindi C intero semispatio ion bondo Hyall ha immagine tram

te f contenuta in S Questo mostra che I é iontinua perchéquest

semispazi formano on Sistema fondamentale di intomi di punt di dah I



TeoremaSf Sia f M N un equivalence omotopila Ciscia Ina n varietas

iperbolithe Allora ogni solleuamento I M IH si estende a una mappa

continua F Itt It Ea wi nestrizione dat dah Oath é un omeomo

fismo

Dim Sia É M Itt un solleramento di f Per ie Lemma 9.1 É é una

pseudo isometria per ai si estende a una f Itt It continua

per ie lemma 9.9 Notre la sua nestrizione al bondo é iniettiva

per la Proposizione 9.6

Sia g un inversa omotopila fiscia di f L omotopia Ira idm e got
si solleva a un omotopia tra idun e got siegliendo g solleuamento
di g opportuno Sillome M é compatta questa omotopia move i punt

di al pit C 0 quindi got si estende all ident.to su dah

Di lonseguema dy e e inversa di of

HE



I i iiie
NO flog 2sintldt

Osserviamo che n o log2sinol e n o cotlol La funzione di

Lobachevsky é dispari perihé primitive di una funzione pari

EOP iionelo.tt La fumione A é it period la Inoetre Alot N H2 O

La fumione A O é positiva se OE o 21 strettamente megativa se OE

H2 IT e ha un massimo e un minimo assoluto in D I e D It
Per ogni meIN vale

Almo mÉÉn OtKI
Dim Calioliamo

Made I flog 2sintidt flog2sinatldt

flog 2sintldt flog 25in ta dt

NO foglasintidt ACO Nottz na
Pomendo D I otteniamo ACT O Sillome A é it periodic e

NH O anshe N é it periodical Sillome A é it periodla e

dispani abbiamo A 1 2 0

Poiché n o coto the é strettamente megativa in o e

strettamente positive in Ha t deduliamo che not o se OE
0,44oz



e NO co se OE Ha it

Perdimostrane la formula usiamo una generalizazione della duplicatione

del seno

25inont II 25in tt KI
Calioliamo

If Imfloglasintidt flog2sincmtildt

If log 25in E at

II I lasintlat f loglasintidt

If not Cml

dove m é una costante indipendente da 0 Integrand da entrambe

ee parti ottemiamo

I Incmo do IfJacot do mlit

Sisiome A é dispani e it periodic gli integral sono multi quindi

ml O e la formula é dimostrata

I ae.fitedeideteatioppostid
untetraedoideaee A n

Allora esiste un unica geodetisa r ontogonale a e ed e Imoltre A é sim

metrico nispetto alla notasione di it attomo ad r

Dim e ed e sono geodetithe vetraparaleele di th quindi r esiste ed egg



Unisa Una notazione di it attomo ad r invert e ed e ma preserva

i vertici di D por wi preserva D

Di conseguema due lati opposti di un tetraedro ideale Do it hanno gli stess

angoli diedraei Siano XP j gli angeli diedraci di D Osserviamo che apt g
IT perihé un onosfera tentrata in un vertile ideale interseca D in un triangolo

Evilideo di angoli xp e g Diciamo che D é regolare se a p g Ig

teoremalo2LI Sia D un tetraedro ideale comangolidiechali a B e y Vale

Vol D ACH Npl NCO
Dim Nee modeelo del semispazio possiamo suppose the un vertile ideal sia

in a e gli aetri vertici VaVa.us si Iovino sulla circonferema unitaria

di C e formano un triangolo con angoli intemi xp e g Supponiamo

she O appartenga al triangolo overo dipy EI Delomponiamo ie triange

Co come in figura

Un
ya u

g
V2

I a

Mostriamo che la parte di tetraedro Da sopra ie triangolo evidemiato é

AI Quest impeila ie teonema Poihe

Da xy z ER I 0 Ex ecosa of y extant FETE 2

ng



abbiamo

Vol Da II I dzdydx

T.IE ax 1 f Igad
Per nisolvere quest integrate usiamo Ca reeazione

I a fate
e quindi

If II dydx 1,1 f log Fx y flogcoatypf'd

I stg log Fx xtana log Fxtxtana dx

Sostituendo cost oteniamo

t 1is 1ogssI I alat

fIlog 5.41.1 at 111081314.51 at

I ÉMog 2sintidt I Fog12sintldt

I L A a Naa ACE x

I l N Eta 29cal 2 5 2 a Ita

NI
Se O nom appartiene al triangolo possiamo decompose ie triangolo ana

gamente ma alarm di quest darammo um iontributo negative ottemendo poi

Ea stessa formula
HE



Grdariofo2 ie tetraedro ideale regolare e ie tetraedro ideale d volume

massimo in 1H

Dim Sia T αβ I xp 0 α β t Consideriamo la funzione

f T R

XP Nat NP ACT α β
che associa ad αβ ie volume di un tetraedro ideale on angoli

diedraei α β e t α β f é continua positiva ace interno d T e

mulla ae bondo quindi ammette massimo in um punto intermo

Df β loglzsinal loglzsincit a p.lt
log12sinpI log12sinCt α β1

si annulla se e solo se sin α sin A α β sin pl overo se e

solo se α β

Questo risultato vale in generate in ogni dimensione

te 0.2 GL n simplesso ideale e regolare in 1H ha volume massimo

tora tutti gli n simplessi ideali

seguente

nisuetatoteorema10SI Siano M ed N n varieta iperboliche those commesse e

orientatecom n 3 Ogni F M N equivalemia omotopica é omotopa a un isometria

Usenemo ie seguente risultato
1101



teoremalo 3de Sia M una n varietal iperbolica thiusa commessa e orientata

Sia un ie volume degli n simplessi di th ideal e regolari Allora Ea

quantita Volff é un invariant omotopito detto volume simpliciale di M

Idea della dimostrazione del teorema 10.3.1

Sia f M N un equivalenza omotopia Per la Proposizione 9.1 f si

Solera a una pseudo isometria É H 1H the per ie Teorema 9.10

si estende a una mappa F TH It ea wi nestrizione ae bordo

Of Datt 1Oath é un omeomorfismo Usando la tenia del vole

me simplitiale si dimostra che dat manda vertici di un n simplesso

ideal e regolare mei vertili di un n simplesso ideal e regolare

Siano Vo unE Oath vertici di un n simplesso ideale e regolare

Esiste un unica isometria y E Isom H tale the y ui daffui

ti o yn Esiste um unico vertile Unt E Oath tale che voigunsune

Sono i vertici di un n simplesso ideale e regolare Dedviiamo allora

che y una Ooflunts Continuando in questo modo costwendo n

simplessi niflettendo Congo una fakia si otiene un insieme denso di

punt di Oath in wi dat e y coincidono Per continuita oaf y

Se M M p e N H p aelona Fog f g of tr E P su Itt

Quindi yo g f 8 o p su Oath Sillome un isometria é complete

mente determinate dae suo comportamento al bondo tale formula vale

anche in 1H Quindi y disiende a un isometria M N
HOI



11 Defiling iperbod
11.1 Infilling Sia M una 3 varietal ie wi bondo é unione disgiunta

di Toni Sia Tc on una component tonica Un Dehn filling di M Congo t

consiste meee iniollare on Tono solido Dx s a M tramite un omeomorfismo

q 05 5 T La una thiusa dDx x é imioleata a una una sem

peine chiusa yet le nisuetato di questa operazione é una 3 varietal

Mt she ha una tompomente di bordo in memo nispetto a M

Uma pendenza so on Tono T é la lasse di omotopia di una whoa semplice

chiusaymom orientata mom banale Se fissiamo generator me di T

XXL aelona ogni tale y si sorive come j I pm gel dove pal Sono

interi coprimi C e dunque una comispondema biunivosa

wave sempeici those mom banaei
guys

mom orientate in T

8 Pg

Quindi ogni PgE Q determine un Dean filling di M in wi la arua

8 1 mptgel bonda um disco Neela varieta Mfi la una y risueta

omotopicamente banale per wi disiamo che ie Dehn filling di pendenza Pa
uicide y

Eempiolf Gli spazi lentitolari Sia M DxS Fissiamo generator di

Omt it T im wi m OD x ly e l x x 5 Osseniamo
heyy



m put essene definite intrinsecamente dae fatto the é e umisawrvasempe.ie

chiusa su OM omotopilamente banale in M La una m é delta meridian

di M La longitudine e nom é tipicamente definita in modo intrinseco

Def Lo Spazio Centitolare pg é ie nisuetato dee Dean filling di M

she vicide ea wa y gmtpl
Quindi per esempio 0,1 I 5 5 e 1,01 53 Una sempline applicatione

del teonema di Van Kampen Ci dice in generale che it Lipa 742

11.2 hGrurgiddiDehn_ Sia c 53 um link com K20 component Una

chirurgia di Deem é un Dean filling del tomplementare di L Consiste

dunque di due operations

1 la nimozione di un intomo tubolare di l im modo da crease K

component di bondo toniche I TK
2 e imiollamento di Toni solidi DxS Congo ODIs ad ogniTy

Una chiowngia di Dean é sodificata da numen nazionali PI per ogni romp
mente Ki di L Per esempio gli spar centilolari Llpa si ottengono dae

modo banale in 53 tramite una f thirungia
Ich Lickorish Wallalet Ogi 3 varietalorientabile compatta si

diene tramite chirungia di Dean Congo um quaeche link Les

11.3 Empetamento divarietaiperboliche Sia N una 3 varietas orientata com

bondo torito iniomprimibile Fissiamo generator mi ed l di it II I 72 2

per ogni lomponente tonica Tie ON I



Def Un parametro di been filling é s se sk doveogni si é

una loppia pg di interi coprimi o é ie simbolo a É utile pensare a

si E SI IRT a

Oss Um parametro di Deem filling s determine un Dean filling Mf di N

nee modo seguente se si a mom fasciamo mulla se si pi ai facie

mo un Dehn filling su ti she uccide la curva pmitq.li Nota cheMf
ha ancona component di bondo tonite se qualche Si a

Supponiamo once she N Sia ottenuta Iramite una triangolazione ideal tromiata

Vogliamo desorivere delle equazioni di intoelamento e competence che diano una

stuttura iperbolica s Mf Realinziamo ogni tetraedro Di della triangolazione

come tetraedro ideal con edge invariant Zi field com Die o t Pensiamo

a quest parametri come element di E peid Ipso OER In questo

modo le equazioni di iniollamento si niduono a

Face
Ziti

dove ie prodotto varia su tutti gei spigoei she vengono identificati Simiemente

per ogni LE ICI mom banale pensiamo a Hal in E the demotiamo

allona com II a Modifichiamo le equation di completezia

se si a teniamo le equazioni Ttmi IICli l
Se Si Ipina tonsideniamo le equation Film.fi e19i

e2tiVogeiamodimostrareiesegente
Iema11.3.1 Una solzione deed equazioni di intollamento e competence

ng



modificate descrivono una metrica iperbolica incomplete su M ie wi competamento

M é una 3 varietal iperbolia tompleta omeomorfa a Mf

Iniziamo a studiane ie completamento dee rivestimento universal it X Iti

dove y é una geodetiia completa A memo di isometric possiamo suppome

che g Sia la geodetica passante per o e a nee modello del semispazio

per wi Hing Cx Rt e X Ex Rt La metriia su X é determi

mata dae fatto the T é un isometria lotale e gli automorfism del nive

stimento Sono isometric di X le completamento I di X si otieme

aggiungendo una copia f di g Notiamo che gli element di At agisiono

per isometria so X nee modo seguente

WEE q at wz twit

se w eid allora to por é una notazione di angulo a attomo a y

se w Xe'd com XERt allona to yo é un isometric loxodromela di 1H

tom asse y e distanza di trasearione d Uw log x

Sia PC Et E E un Sottogruppo discrete isomorfo a 2 7 Distinguiamo

due casi

1 P contiene una notazione mom banale Allora P é generato da

mappe dee tipo at ti eidz th e att e er H

com X 0 In questo saso P agisle so J per trasearione di X

le quoriente Ilp é una varietas iperbolica complete con singular.to

comictie é omeomorfa a Bts ie wi wore é la proiezio let



me di f ed é una geodila di longhena IN in wi i dischi

ontogonali hanno angolo gino di misora 2 Se a 21T mom Ci

Sono singolarita

2 P mom contiene notazioni Allora Magisle su f come on Sotoguppo

mom discrete di traseazioni e Elp nom é meppure Hausdorff

le iompletamento di Xp si otiene aggiungendo on unico punt

Sia M una 3 varietal iperbolica orientabile mom completa e di volume finito

ottenuta intoelando tetraedri ideali Sia N ea varietas ion bondo torito

otenuta nimuovendo um intomo dei tetraedri ideali Sia Tc ON un Toro

di bondo Sia T c M un collare di T Per ie Lemma 6.3.4 nee

Caso di metrithe complete CT é isometriia ad una cuspide tromiata

overo al quoziente di on onopalla per e azione di un Sottogruppo di

isometric parabolithe di H she agisle per traseaniomi suele orosfere

Se la merica su M non é completa possiamo iomunque lostwine una

mappa suiluppante dev rt IH mandando liasan tetraedro della triangola

ziome indotta su M in un tetraedro ideals in 1H a bi isometrito

Silcome Ca metrica so M non é completa pero la mappa suieppante mom e

in generale me iniettiva me sungetiva Abbiamo comunque una nappresentazione

di olonomia hot it M Isomtit le it Tlc it M determina allora

on Sotogroppo Pc Isom HP isomorfo a 74K che fissa um punto in Datt

Possiamo suppone che tale punto fisso sia a

HI



Ge element di P sono allona della forma 2 a b com a be 6

Ci Sono solo due possibilita

P consiste di sole traseazioni

P fissa un punto pE Cl che possiamo suppose sia p o

Per ie lemma 6.3.4 sappiamo che la parte Cimeare d Tae P coincide

com It at per ogni at ICT e nee primo caso la metrica in un intomo

di T é completa Nee selondo caso P é lostituito da trasformazioni

di Mobius dee tipo z az che indulomo isometric Coxodromithe se lat

ed eleittiche se lake In ogni laso P preserva la geodetiia completa y

passante per O e a Supponiamo di essene in questo secondo caso dato the

siamo interessati ai toni di bondo in un wi intomo la metrica nom é

completa Possiamo tostripe la mappa suiluppante D F s E equivariant

per C olomomia p tact caz.bz ab E 6 mandando ogni triangolo della

triangolarione indotta so T in un triangolo in A con gli stessi angoli intemi
D actra paste esiste on biolomonfismo q I 1 I tale the gli automorfism
del nivestimento di F sono z ti 2 1 e z t z tu per qualihe MEH

La mappa d Dop 6 I soddisfa data ad z e d atu bd z

Ma allora flat diff c costante Osservianio the cto perche altimenti

dat datp e a b l per wi c o e del del Imoetre a e

e b e In particolare Im D 6 e p tact Caz be Hcm Hfe

E XXX ed é disaeto dove m ed l somegenerator di t

Deduciamo the Ca mappa suiluppante D A 1114 ha immagine iontenuta HI



in Hill e quindi put essene sollevata a DM X Inoltre esiste R o

sufficientemente piccolo tale the se Wplj demota on Como solido di

ampiera R atomo a J B CITI 1NRG J é una bigezione equivariante

per ie sottogroppo generato da ml e l Quindi th é isometric a

NRG J IG Let

6 avio11.3 se 1mF iontiene una notarione allona ci sono generator

Jim E tact tae che it g e'd e I a e'tip com x o e ie

completamento CA é isometrito a un Ironsamento di Flint ed é quindi

omeomorfo a un Tono solido ie wi wore é una geodetica di lunghezia l

ion singolarita lonithe di ampiezza a Aetrimenti CCT th u pt
Dim Sikome Im P c E disoreto e isomorfo a 72 72 possiamo appling

ne la disassione falta tinea ie completamento di Xp Siciome

T é isometrico ad on soo troncamento Ca stessa ioniesione vale

per Ttl

Notiamo in particolare che CTT é omeomorfo al Dean filling che occide

Ca una y se Imit contiene una notazione

Dim del Teorema 11.3.1 Se M é otenuta nisolvendo le equation di imiolea

mento e lompletena modificate allora ogni collar Ctl é iompleto

se a f 1 per Lipe tact generator oppose Ctl é

isometrito ae tromiamento X imy L equazione Film Ill et
my



implica che 1mF contieme una notazione per wi CCT é omeomorfo

al Dehn filling che occide ea wrua pmitgli Quind M é

omeomorfa a Mf e nom ha singolarita perché a 21T

IEI4me ignaMmig.gcomplememtane
di un link iabolico Less over

iperbolisa complete di volume finito ion h component

Allora esiste un intomo U di a a Els tale che per ogni parametro

di Dehn filling SEU la varietas Msf ammette una metrica iperboliia iompleta

corolldrioll.li Esisteuminsiemefimito Si di pendenze tale che per ogni

parametro di Dehn filling s se Sn ion si Si la varietas Mf ammette

una metorica iperbolia completa

Dimostrazione del Teorema 11.4.1 per it complementare del nodo a figura 8

Rilondiamo che ie iomplementare M dee modo a figura 8 si otiene inioleamolo

due tetraedri ideal selondo Co schema seguente
o o

Fi fi fat Fi I fD

Jigen iÉ
53 I

Ge edge invariant 21 2 22 12 23 221 e we w wefew we

fomisiono una metrica iperbolina mom necessariamente completa su M se

e solo se 26121WH W l Questo equivale a dire the fissatong



w com lancet o z 1ITnI dove ie segno della nadie

é determinate dalla condizione the lm2130 Si dedule in partitolare

che t why Rao the equivale a wetter dove r é ea

seminetta r Iti y ion ye II Ogoni element in R H r determina

allora ona strutuna iperbolisa su M Quella completa é wot ft if
Abbiamo inoetue gid laliolato she per generator a BE it t abbiamo

Ica WH 2 p I
Convieme siegliere i generator m d e l B 122 Allora

m wht z et Ece z

Definiamo Ca mappa d R 15 definita some

d wo a

d w pg tale che FcmP e est w wo

La negione R ha un involuzione

I w z LEIF Tale involuzione manda II ml in

Hcm Femi e Icel in Kcet Ice per wi d tch del

Mostriamo che e immag.me di d é la regione evidenziata in figura

44 4111
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Se w tende a un punto di 1 a allona 2 tende a um punto in

o o Quindi gli angomenti di zu e 1 2 tendono verso o te o

rispettivamente per wi q 1

Se w it allona 2 1 a Dale equazione I nilaviano che pa

C4,1 Se w i a allona 2 10 e e equazione 261 2 we 4 1

implica che 121we 11 Da I milaviamo che 101849 11 per ai

p 49 10 e pig 4,1 Quind d 1 a 64,1147
Usando e involuzione I deduciano the d E 0,0 64,1754T

Se w tende a un punto di r da destra allona 2 tende a un punto

del segmento 0 Quindi gli angomenti di z e 1 2 tendono a O

e implica the e angomento di WP tende a 21T Se we s

angel arty Ts per wipeffgg.ge 5 edu iamoaeeona the

possiano commettere 4,11 e 4 11 com una curva come in figura

restandomeee immagine di d Ie ragionamento e analogo se w tende

a un punto di r da sinistra e si otiene una conva the ommette 4,1

e 4 1 come in figura

Possiano on concludere la dimostrazione dee teonema Sia U Im d

Per ogni s pa E U parametro di Dean fieling la struttura iperbolica

di parametro ws d s mom é rompleta e ie suo completamento é

omeomorfo a Mf
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